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Résumé

Dans ce document, nous développons une méthodologie inspirée du cadre analy-
tique de [Cont (2004)] pour étudier et mesurer le risque de modèle présent dans
les options multi sous-jacents, tels que les options sur panier, les options best-of
ou encore les options rainbow.
Nous détaillons deux procédures qui permettent de construire des modèles de
corrélation risque-neutres à l’aide de plusieurs sources d’information, en parti-
culier grâce aux historiques de rendements observés. Une fois cette famille de
modèles spécifiée, nous présentons une méthode qui permet de calculer explici-
tement des mesures du risque de modèle.
Nous discutons également des approches alternatives proposées dans la littérature
et précisons les motivations qui nous ont conduits à adopter une démarche sta-
tistique. Les développements théoriques sont illustrés par diverses applications
numériques.
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khan pour les longues séances de travail en commun qui nous ont guidées au début du projet, ainsi
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1 INTRODUCTION 3

1 Introduction

L’évaluation et la couverture de flux aléatoires sur les marchés financiers ont donné lieu
à de nombreux travaux théoriques et pratiques. La finance quantitative s’est développée
autour de modèles stochastiques complexes qui modélisent de plus en plus finement
la réalité qu’ils essaient d’appréhender. Dans le même temps, les différents systèmes
financiers ont profondément évolué. Certains instruments financiers qui, hier encore,
étaient considérés comme “sophistiqués”, sont aujourd’hui devenus des actifs de base
liquides, dont le prix est déterminé par la loi de l’offre et de la demande. C’est notam-
ment le cas de certaines options vanilles, calls et puts, qui sont fréquemment utilisées
pour évaluer et couvrir d’autres produits plus complexes.
Ainsi, seule la valorisation des produits dits “exotiques” nécessite la construction d’un
modèle mathématique et la spécification de ses paramètres. Tout serait simple si ces
paramètres pouvaient être déterminés de manière unique, sans incertitude, mais ce
n’est pas le cas. Plus précisément, concernant les produits qui versent un flux fonction
du prix de plusieurs actifs risqués, on doit généralement spécifier des paramètres de
volatilité et de corrélation qui sont inobservables. Nous allons voir que le risque de
modèle qui en résulte peut constituer une part importante du prix de l’option et, à ce
titre, mérite une étude approfondie.

Malgré son importance pratique, ce problème est relativement peu abordé par la
littérature théorique. La gestion du risque de corrélation s’est donc développée di-
rectement au sein des institutions financières, de manière très décentralisée, en toute
confidentialité. Cette absence de travaux académiques unifiés sur le risque de modèle
lié aux produits de corrélation a motivé notre projet. L’approche que nous développons
dans ce document s’inspire du cadre analytique général développé par [Cont (2004)],
qui fonde sur le plan théorique le problème du risque de modèle et qui propose des
mesures de risque calculables qui peuvent s’interpréter financièrement.

Dans le cas multivarié, le choix d’un modèle risque-neutre multi sous-jacents Q qui
calibre les prix d’options vanilles et avec lequel on valorise les produits exotiques
est souvent un problème complexe. L’incertitude sur les paramètres de corrélation
se répercute en incertitude sur les prix et sur les stratégies de couverture, conduisant
à un risque de modèle important. Pour autant, on a généralement une idée de la fa-
mille Q des modèles risque-neutres qu’il faut utiliser pour évaluer tel ou tel produit,
parce qu’on observe par exemple une certaine forme pour les nappes de volatilité ou
parce qu’on a une vue sur le marché. Le problème vient du fait que l’ensemble Q est
“grand” et que l’on ne peut raisonnablement pas comparer le prix de l’option dans
chaque modèle Q ∈ Q. Partant des informations disponibles sur le marché et de nos
anticipations, on a donc besoin d’une procédure efficace qui permette d’extraire de Q
une nouvelle famille de modèles Q qui (1) reste représentative du risque de modèle sur
Q et (2) qui soit suffisamment “petite” pour qu’on puisse comparer le prix de l’option
dans chaque modèle Q ∈ Q.
En particulier, dans notre approche, c’est l’information statistique apportée par les
rendements observés qui va nous permettre de faire cette sélection et de calculer ex-
plicitement une mesure du risque de modèle.

Dans la section 2, nous présentons les options multi sous-jacents et les risques par-
ticuliers qui leurs sont associés. Cette première approche des produits de corrélation
sera également l’occasion de justifier plus précisément l’intérêt du sujet et l’importance
des enjeux. Dans la section 3, nous établirons le cadre analytique dans lequel on se
place, à savoir celui de [Cont (2004)], pour formuler clairement le problème qu’on veut
résoudre.
Dans la mesure où notre problématique est relativement récente et originale, nous
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avons exploré plusieurs pistes avant de nous focaliser sur l’approche statistique. Nous
proposons donc dans la section 4 un tour d’horizon critique de ces différentes voies et
montrons dans la section 5 les raisons pour lesquelles une approche statistique s’im-
pose naturellement. Dans la section 5, nous précisons également les fondements analy-
tiques communs des différentes méthodes que nous proposons pour mesurer le risque
de modèle. Les méthodes et applications numériques sont quant à elles présentées dans
les sections 6 et 7.
L’annexe A explicite les notations et conventions d’écriture adoptées dans le rapport.

2 Options multi sous-jacents et risque de corrélation

2.1 Définitions

Il existe différentes façons de mesurer la dépendance entre plusieurs actifs risqués
S1, . . . , Sn, définis comme des processus sur un espace de probabilité filtré (Ω, (Ft)t,P).
La plus utilisée est sans doute la corrélation linéaire entre rendements que nous notons :

Corr
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Cette quantité toujours comprise entre -1 et 1 mesure les relations de dépendance
linéaire entre les actifs. Elle est à distinguer de la covariation quadratique, qui est une
variable aléatoire et qui vaut1

[Si, Sj ]T√
[Si]T

√
[Sj ]T

Cette quantité mesure la covariation qui va se réaliser sur la période [0, T ] et peut être
très différente de la corrélation linéaire2. Par exemple, si on considère un modèle de
diffusion du type

dSt = diag(St)σtdWt

avec σt une matrice de taille n, la matrice de covariance des rendements est définie par
Σt := σtσ

′
t et la matrice de corrélation s’exprime sous la forme R := ddiag(Σ)−1/2 Σ ddiag(Σ)−1/2.

Si on note ρij
t le coefficient de corrélation linéaire entre les rendements de Si et Sj ,

terme général de la matrice R, et σi
t la volatilité instantanée de Si, racine du terme

diagonal de Σ, la covariation quadratique entre Si et Sj vaut :
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Quand on évalue une option multi sous-jacents, c’est la forme de la covariation qua-
dratique qui est importante. Par exemple, on peut montrer que le P&L du portefeuille
de couverture en delta de l’option C(t, St) s’écrit sous la forme3 :

P&LT =
1
2

n∑

i=1

n∑

j=1

∫ T

0

(ρ̂ij
t σ̂i

tσ̂
j
t − ρij

t σi
tσ

j
t )S

i
tS

j
t

∂2C

∂Si∂Sj
(t, St)dt (1)

où σ̂i et ρ̂ij sont les paramètres de volatilité et de corrélation utilisés par le trader qui
gère l’option.

1On note de manière standard [·] la variation quadratique du processus. Cf. [Cont Tankov (2004)]
ou [Protter (2004)].

2On trouvera dans [Rebonato (2004)] une discussion détaillée de cette question.
3Ce résultat est montré en annexe B.1
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La forme de la covariation quadratique dépend du modèle utilisé pour évaluer et cou-
vrir l’option. Elle dépend en particulier de plusieurs paramètres inobservables comme
par exemple les corrélations entre browniens ou, si on considère un modèle à sauts, des
corrélations entre taille des sauts, de leur moyenne . . . . A cause de cette incertitude
sur les paramètres, le risque de mauvaise spécification du modèle est important. L’ob-
servations des rendements historiques permet toutefois de construire une estimation
de la matrice de corrélation, qui nous apporte des informations sur la structure de
dépendance entre actifs et que nous utiliserons pour mesurer ce risque de mauvaise
spécification.

On peut remarquer sur la formule (1) que la matrice des dérivées secondes du prix
de l’option par rapport aux sous-jacents joue un rôle important sur le P&L. En parti-
culier, les signes des termes hors diagonale de cette matrice, appelés gammas croisés,
nous donnent des informations sur la façon de gérer l’option au vu des corrélations.
Nous reviendrons sur ce point tout au long du document.

Afin d’alléger les notations, nous appellerons simplement “corrélation” la corrélation
linéaire dans le reste du rapport.

2.2 Les produits de corrélation

Dans ce mémoire, nous nous focaliserons sur l’étude des options multi sous-jacents,
qui sont simplement des produits dont le prix dans un certain modèle dépend des
corrélations entre actifs risqués. Il existe une très large gamme de produits de corrélation,
et il serait illusoire d’espérer en faire une liste exhaustive. Nous présentons donc ici les
payoffs les plus courants. En notant (S1

t , . . . , Sn
t ) les prix à la date t de n actifs risqués,

on a :

• L’option d’échange4 de prix d’exercice K et d’échéance T , qui a pour payoff
(Si

T − Sj
T )+ pour i 6= j. C’est le produit de corrélation le plus simple qu’on

puisse imaginer.

• L’option sur panier5 de prix d’exercice K et d’échéance T , qui a pour payoff
(
∑n

i=1 ωiS
i
T −K)+ où (ω1, . . . , ωn) sont des poids fixés.

• L’option asiatique sur panier6 de prix d’exercice K et d’échéance T , qui a pour

payoff
(

1
m

∑m
j=1 ω′Stj −K

)+

, avec 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tm ≤ T des dates de
constatation données, aussi appelées dates de fixing.

• L’option best-of, qui a pour payoff (max(S1
T , . . . , Sn

T )−K)+. Ces options ont été
largement étudiées sur le plan théorique par [Stulz (1982), Johnson (1987)] et
sur le plan numérique par [Boyle Tse (1990)].

• L’option worst-of, qui a pour payoff (min(S1
T , . . . , Sn

T )−K)+

• L’option rainbow, qui a pour payoff (α1P
(1)
T + . . . + αmP

(m)
T − K)+ où les P j

sont des paniers d’actifs :

P j
t :=

n∑

i=1

ωi
jS

i
t , j = 1, . . . ,m

4Aussi appelée option Margrabe.
5Aussi appelée option Basket.
6A moyenne arithmétique et constatations discrètes.
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et où on a noté (P (1)
T , . . . , P

(m)
T ) les statistiques d’ordre telles que P

(1)
T ≥ P

(2)
T ≥

. . . ≥ P
(m)
T . En d’autres termes, on classe à échéance les actifs sous-jacents par

ordre décroissant de rendement et on paye un call sur une combinaison linéaire
de ces rendements triés.

Le marché des produits de corrélation s’est développé de manière considérable en
quelques années. En effet, les options multi sous-jacents offrent une grande diversité de
payoffs et, à ce titre, permettent souvent de satisfaire les exigences des investisseurs en
la matière. En outre, les institutions financières voient souvent la corrélation comme un
“facteur” supplémentaire susceptible de faire baisser le prix du produit et donc d’offrir
des bonnes indexations à leurs clients. C’est typiquement le cas du call sur panier qui,
si les actifs sous-jacents sont choisis avec précaution, peut être significativement moins
cher qu’un call vanille.

2.3 Une première approche du risque de corrélation

Les produits multi sous-jacents ont des caractéristiques intéressantes, qui en font des
instruments privilégiés dans la plupart des salles de marché. En particulier, on dit qu’ils
sont sensibles au risque de corrélation, que nous allons présenter dans cette section. En
effet, le prix de ces options peut dépendre de la corrélation entre actifs d’une manière
non triviale. Par exemple, on montre dans les graphes 1 et 2 de possibles relations
entre le coefficient de corrélation des rendements ρ et le prix d’une option rainbow
dans un modèle type Black Scholes multivarié :

{
dSi

t = σiS
i
tdZ

i
t

〈Zi
t , Z

j
t 〉 = (11{i=j} + ρ11{i 6=j})t

La matrice de corrélation est donc de la forme7

R = ρ11′ + (1− ρ)In =




1 ρ
. . .

ρ 1



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Fig. 1 – Prix d’une option rainbow sur trois actifs, en fonction du coefficient de
corrélation ρ

7Pour que cette matrice soit définie positive, il faut que ρ > − 1
n−1

.
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Fig. 2 – Prix d’une option rainbow sur trois actifs, en fonction du coefficient de
corrélation ρ

La première simulation, dont on voit le résultat sur le graphe 1, porte sur une rainbow
de trois paniers à la monnaie, dont le payoff est :

max(0.65 max(S1
T , S2

T , S3
T ) + 0.35min(S1

T , S2
T , S3

T )− 1, 0)

La deuxième simulation, dont on voit le résultat sur le graphe 2, porte sur une rainbow
de trois paniers à la monnaie, dont le payoff est :

max(max(0.5S1
T + 0.5S2

T , 0.5S1
T + 0.5S3

T , 0.5S2
T + 0.5S3

T )− 1, 0)

avec S0 = 1, T = 1, σ1 = σ2 = σ3 = 0.35.

Cette relation complexe entre structure de corrélation et prix de non-arbitrage jus-
tifie l’intérêt pratique du sujet, à savoir : quels sont les risques si les paramètres de
corrélation du modèle sont mal spécifiés ?

De plus, contrairement au risque de volatilité qui peut généralement être réduit par
une couverture en vega, il n’existe pas beaucoup d’instruments pour se couvrir contre
une déformation de la structure de corrélation. Les traders qui gèrent ces options
multi sous-jacents sont donc souvent amenés à prendre des paris directionnels sur les
évolutions futures de la corrélation, ce qui rend complexe l’ingénierie relative à ces pro-
duits. Il existe plusieurs façons de limiter ce risque, mais généralement aucun moyen
de l’annuler. Par exemple, si le trader a accès à un instrument liquide de corrélation
(disons un call sur indice), il peut essayer de se couvrir contre une partie du risque
de corrélation. En général, il choisit de se couvrir contre les variations le long de la
direction qui engendre le plus de dispersion et qui est déterminée grâce à une Analyse
en Composantes Principales8. Il peut ainsi réduire son exposition au risque, mais il
ne peut généralement pas l’annuler complètement, même à l’ordre 1. Une autre pra-
tique courante pour limiter le risque de corrélation consiste à sur-évaluer l’option, i.e.
à mettre en place une provision, pour tenir compte du problème de couverture. Pour
ce faire, on peut utiliser par exemple la propriété de robustesse de la formule de Black
Scholes, que nous rappelons en annexe B.1, et qui nécessite la connaissance de tous les
gammas croisés de l’option (ou au moins de leurs signes). Typiquement, on sait que les
gammas croisés d’une option best-of sont toujours négatifs [Johnson (1987)], on peut

8On rappelle que le vecteur propre associé à la plus grande valeur propre d’une matrice de
corrélation engendre le sous-espace vectoriel de dimension 1 qui supporte la plus grande part d’inertie
du nuage.
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dans ce cas identifier facilement la structure de corrélation la plus défavorable. Mais
ces grecques peuvent aussi êtres particulièrement difficiles à estimer pour certaines
options exotiques, même numériquement [Glasserman (2004)]. En particulier, il existe
des options rainbow dont les gammas croisés changent de signe au cours du temps,
comme l’illustrent les graphes 1 ou 2, dans ce cas, la gestion du risque de corrélation
n’est pas claire.

Notons que ces problèmes, peu étudiés sur le plan théoriques, sont de première impor-
tance dans les institutions financières. Conscients de la complexité du problème, les
ingénieurs financiers les plus avisés ont imaginé des produits multi sous-jacents peu
sensibles à la corrélation, comme par exemple des options sur médiane, de payoff

(
S

(n+1
2 )

T −K

)+

avec n impair et S
(1)
T ≥ . . . ≥ S

(n)
T les statistiques d’ordre.

La morale de ce paragraphe, c’est qu’il n’est pas toujours simple de contrôler tous
les risques présents dans les produits de corrélation et qu’il est important de mettre
en œuvre des procédure efficaces pour les comprendre et les mesurer. L’objectif de ce
document est de proposer de telles procédures.

3 Risque de modèle et formulation du problème

Pour étudier le risque de modèle, il faut un cadre analytique. Or la construction d’un tel
cadre n’est pas un exercice facile. En particulier, on aimerait qu’il soit à la fois abstrait,
pour être le plus “générique” possible et concret, pour être propice aux applications
et à l’implémentation.
Dans ce document, nous avons choisi d’utiliser celui développé dans [Cont (2004)].

3.1 L’approche de [Cont (2004)]

On considère un marché financier sur lequel sont échangés n actifs risqués (S1, . . . , Sn)
et un actif non risqué S0. Le prix à une date t ∈ [0, T ] de l’actif i est noté Si

t , pour
i = 0, . . . , n. Pour simplifier les notations, on raisonne sur des quantités actualisées.
La valeur de l’actif non risqué S0 est donc normalisée à 1, i.e. S0

t := 1 ∀ t ∈ [0, T ].
On modélise l’aléa sur ce marché au moyen d’un espace de probabilité filtré (Ω,F , (Ft)t∈[0,T ],P),
où Ω représente l’ensemble des scénarios de marché et Ft l’information disponible à la
date t.
On s’intéresse à une option de prix Ct à la date t et de payoff X ∈ FT à échéance T .
La théorie générale de l’arbitrage nous dit que le prix à la date t de cette option est9 :

Ct = EQ(X | Ft)

où Q est une probabilité risque-neutre, i.e. une probabilité sous laquelle la valeur ac-
tualisée des portefeuilles de couverture est une martingale.
On suppose également qu’il existe sur le marché p instruments financiers de payoffs
{Hi}i=1,...,p dont on observe les prix courants, notés {C∗i }i=1,...,p. Typiquement, on
peut penser à un ensemble de calls européens, avec différents prix d’exercice et différentes
maturités.
On notera I := {1, . . . , p} et H := {H1, . . . ,Hp} l’ensemble de ces instruments de
référence, aussi appelés instruments benchmarks.

9Cf. [Björk (2004)] ou [Musiela Rutkowski (2004)].
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On considère un ensemble Q = {Q1, . . . ,Qn, . . .} de probabilités risque-neutres. Q est
un ensemble qui peut être infini (pourvu qu’il ait un nombre fini de points extremaux)
et pour tout Q ∈ Q la valeur actualisée de chaque actif risqué est une Q martingale.
Dans ce document, on appellera risque de modèle l’incertitude quant au choix de la
probabilité Q ∈ Q pour évaluer l’option.

[Cont (2004)] propose alors deux méthodes pour mesurer ce risque de modèle. La
première nécessite la calibration des prix aux instruments benchmarks : on mesure le
risque de modèle du produit X par

Φ(X,Q,H) := π(X,Q,H)− π(X,Q,H) (2)

avec {
π(X,Q,H) := sup

Q∈Q
EQ[X]

s.c. EQ[Hi] = C∗i , ∀ i ∈ I,Hi ∈ H
(3)

{
π(X,Q,H) := inf

Q∈Q
EQ[X]

s.c. EQ[Hi] = C∗i , ∀ i ∈ I,Hi ∈ H
(4)

On peut montrer que l’application X 7→ π(−X,Q,H) est une mesure cohérente de
risque, au sens de [Artzner et al. (1999)]. A l’aide de ces bornes, on peut calculer
une provision ou une marge au titre du risque de modèle. Par exemple si l’option X
est valorisée dans un modèle particulier qui calibre au prix des instruments bench-
marks, disons Q1, la marge représente π(X,Q,H)−EQ1 [X] ≤ Φ(X,Q,H). Φ(X,Q,H)
représente donc une borne supérieure pour cette provision.

La deuxième mesure proposée dans [Cont (2004)], qui ne nécessite pas la calibration
aux prix des instruments benchmarks, est une mesure convexe du risque de modèle :

Ψ(X,Q,H) := π∗(X,Q,H)− π∗(X,Q,H) (5)

avec
π∗(X,Q,H) := sup

Q∈Q

[
EQ[X]− ||C∗ − EQ[H]||] (6)

π∗(X,Q,H) := inf
Q∈Q

[
EQ[X] + ||C∗ − EQ[H]||] (7)

Le terme de pénalisation, qui peut s’interpreter comme une mesure de la capacité du
modèle à calibrer les prix observés, peut être choisi dans une classe assez large de
normes. Nous en retiendrons plus spécifiquement deux :

||C∗ − EQ[H]||1 :=
∑

i∈I

∣∣C∗i − EQ[Hi]
∣∣

||C∗ − EQ[H]||∞ := sup
i∈I

∣∣C∗i − EQ[Hi]
∣∣

Lorsqu’il n’existe pas de modèle Q ∈ Q qui calibre les prix observés, on est amené à
définir la quantité

ε0 := inf
Q∈Q

||C∗ − EQ[H]||

et pour ε ≥ ε0, on mesure le risque de modèle avec :

Ψε(X,Q,H) := π∗(X,Q,H)− π∗(X,Q,H) + 2ε (8)

Φ et Ψ (ou Ψε) sont des mesures du risque de modèle qui satisfont plusieurs axiomes
fondamentaux qui ont une réelle interprétation financière [Cont (2004)].
Dans ce document, nous mesurerons le risque de modèle présent dans les instruments
de corrélation avec Φ la mesure qui calibre ou Ψε la mesure qui pénalise, en fonction
des différentes problématiques.
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3.2 Formulation du problème

Dans tous les cas, on voit que pour mesurer le risque de modèle, il faut spécifier un
triplet (X,Q,H). L’objectif de ce mémoire est de mener à bien ce calcul lorsque X est
le payoff d’un produit de corrélation et pour des ensembles Q et H bien choisis.
On peut donc décomposer notre problème en deux étapes :

Etape 1 : Il faut choisir le couple (Q,H)

Etape 2 : Il faut résoudre le programme d’optimisation

Ces deux étapes ne sont pas indépendantes. Au contraire, les problèmes qui se posent
dans l’une vont affecter l’autre et vice versa. C’est de cette interdépendance dont nous
allons discuter, de manière volontairement informelle, dans le reste de la section.

Remarquons déjà que la principale difficulté de la première étape réside dans le choix
de l’ensemble des modèles d’évaluation Q. En effet, le payoff X et les instruments
benchmarks H sont des données du problème, sur lesquelles on a a priori aucune li-
berté. Nous détaillerons donc, dans les sections 6 et 7, deux techniques qui permettent
de construire des familles de modèles Q pertinentes.
Par ailleurs, nous verrons dans la section 4.1 que certaines méthodes de calcul du risque
de modèle imposent des contraintes sur H et qu’il faut parfois abandonner une partie
de l’information apportée par le marché si on veut pouvoir mener l’étape 2. Dès lors,
on voit que la mise en œuvre pratique des calculs, i.e. la deuxième étape, peut avoir
des conséquences sur le choix de (X,Q,H), i.e. sur la première étape. Cette relation
causale n’est pas souhaitable, nous insistons sur le fait que les techniques que nous
proposons n’ont pas ce problème.

On va maintenant s’intéresser au rôle joué par l’ensemble Q dans le choix de la mesure
de risque, i.e. dans le choix entre la mesure Φ qui calibre et la mesure pénalisée Ψ. En
particulier, nous allons essayer de montrer intuitivement que si on n’impose aucune
contrainte sur Q, on sera amené à utiliser plutôt la mesure Φ au détriment de la mesure
Ψ.
Notons que le calcul de Φ est un problème a priori très différent du calcul de Ψ. Dans
le premier cas, le prix des instruments benchmarks impose des contraintes sur l’espace
dans lequel on cherche l’optimum. On résout classiquement ce type de programme en
deux étapes :

1. On calibre le modèle. A l’issue de cette étape de calibration, on sait caractériser
l’ensemble des candidats à l’optimum, qui est en général beaucoup plus petit que
l’ensemble sur lequel on cherchait l’optimum au départ et que l’on sait “parcou-
rir”.

2. On cherche le supremum (resp. l’infimum) parmi les candidats potentiels.

Comme (2) est un programme linéaire, on a à notre disposition tous les outils de l’op-
timisation convexe pour le résoudre. En particulier, il y a un nombre fini d’instruments
benchmarks et on peut raisonnablement espérer résoudre explicitement le programme
par dualité.
En revanche, l’information apportée par les prix de marché observés n’aide pas au
calcul de Ψ. En effet, on optimise dans ce cas sur Q tout entier et intuitivement, si on
veut calculer Ψ, on a besoin d’une méthode pour se “déplacer” astucieusement dans
Q afin de trouver l’optimum. Dès lors, on voit que plus Q sera grand, plus le calcul de
Ψ sera complexe.

Introduisons maintenant quelques notations pour formaliser les idées intuitives ex-
primées jusqu’ici et que nous utiliserons tout au long du rapport.
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On définit P l’ensemble des lois de probabilité des processus à valeurs dans Rn
+ et

R l’ensemble de toutes les mesures de probabilité risque-neutres. On a évidemment
R ⊂ P et pour tout Q ∈ R, la valeur actualisée des actifs risqués sera une martingale.
Avec ces définitions, on a Q ⊆ R et a priori, si on veut laisser Q le plus libre possible,
on va choisir Q = R. Dans cette section, nous avons essayé de justifier intuitivement
que le choix de la mesure Φ s’impose naturellement dans le cas où Q = R.

D’autre part, il est important de remarquer que pour un payoff X donné, on aimerait
bien résoudre notre problème pour des ensembles Q et H les plus “grands” possibles.
En effet, si on considère un ensemble Q trop restreint, on va probablement délaisser
des modèles potentiellement importants. De la même manière, si on a besoin d’imposer
des contraintes sur l’ensemble H des instruments benchmarks pour faire les calculs, on
risque de perdre de l’information. Typiquement, si on impose que H contienne un et un
seul call par sous-jacent et qu’il y en a plusieurs sur le marché, alors on ne saura plus
lesquels choisir et on va devoir abandonner une partie de l’information qu’ils auraient
pu apporter. C’est le cas avec une des méthodes de calcul proposées dans la littérature,
que nous étudions dans la section 4.1.

4 Liens avec la littérature

On peut trouver dans la littérature différentes approches pour calculer la mesure de
risque de modèle Φ sur des ensembles de modèles Q particuliers.
Avant d’aboutir à une méthode statistique, nous avons exploré ces différentes pistes.
Dans cette section, nous les présentons pour montrer leurs faiblesses et pour justifier
de fait la démarche qui nous a conduits vers une approche statistique.
La partie 4.1 développe une approche directe par optimisation convexe, inspirée d’une
série d’articles dont le plus récent est [Hobson et al. (2004a)]. Nous y présentons une
méthode de calcul de Φ quand on n’impose aucune contrainte sur l’ensemble des
modèles, i.e. quand Q = R. Dans la partie 4.2, nous étudions aussi le problème du
calcul de Φ en spécifiant une autre famille particulière de modèles risque-neutres.

4.1 Une approche par optimisation convexe

Dans une récente série de travaux, plusieurs auteurs ont développé une approche
model independent pour résoudre “directement” les programmes (3) et (4) quand le
payoff X est celui d’une option sur panier et pour différentes typologies d’ensembles
H [D’Aspremont El Ghaoui (2002), Laurence Wang (2003a), Laurence Wang (2003b),
Hobson et al. (2004a)]. Dans les sections qui suivent, nous présentons l’idée qui est à
la base de cette méthode de résolution, à savoir l’approche par dualité, ainsi que la
mise en œuvre pratique des calculs pour des ensembles d’instruments benchmarks H
particuliers.

L’idée

Rappelons le problème initial :

Φ(X,Q,H) := π(X,Q,H)− π(X,Q,H)

avec {
π(X,Q,H) := sup

Q∈Q
EQ[X]

s.c. EQ[Hi] = C∗i , ∀ i ∈ I,Hi ∈ H
{

π(X,Q,H) := inf
Q∈Q

EQ[X]

s.c. EQ[Hi] = C∗i , ∀ i ∈ I,Hi ∈ H
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On va se concentrer sur le cas du sup π, le cas de π pouvant se traiter de manière
similaire. On peut réécrire le programme de manière équivalente sous la forme :





π(X,Q,H) := sup
Q∈P

EQ[X]

s.c.
{
EQ[Hi] = C∗i , ∀ i ∈ I,Hi ∈ H
EQ[ST |Fu] = Su,∀T > 0, ∀u ∈ [0, T ]

C’est un programme d’optimisation linéaire en dimension infinie, avec une infinité de
contraintes.
La résolution de ce programme se heurte donc à une difficulté de taille, qui vient de
la propriété de martingale qui impose un continuum de contraintes. Il se trouve que
dans certains cas, on peut s’affranchir de cette propriété.
En fait, tout dépend de X et de la manière dont X est lié à la trajectoire des actifs
sous-jacents S. En effet, supposons que X et les Hi ne dépendent que de la valeur
terminale ST :

X := h(ST ) Hi := ψi(ST ), i = 1, . . . , p (9)

et considérons le programme suivant, qui ne fait intervenir que les dates 0 et T :




v := sup
Q∈P

EQ[h(ST )]

s.c.
{
EQ[ψi(ST )] = C∗i ,∀ i = 1, . . . , p
EQ[ST ] = S0

(10)

Comme le prix de l’option ne dépend pas de la trajectoire mais uniquement de la
valeur terminale, il est équivalent d’imposer la contrainte sur le forward et la propriété
de martingale. Sous les hypothèses (9), on a donc v = π(X,Q,H) et on va voir qu’on
peut dans ce cas résoudre le programme par dualité.

Dérivation informelle du programme dual

Nous allons montrer dans cette section comment trouver le dual de (10) de manière
heuristique.
Pour cela, on écrit le Lagrangien du problème (10) :

L(Q, γ, η) = EQ(X) +
p∑

j=1

γj

[
C∗j − EQ(Hj)

]
+

n∑

i=1

ηi

[
Si

0 − EQ(Si
T )

]

=
p∑

j=1

γjC
∗
j + η′S0 +

∫ 
h(s)−

p∑

j=1

γjψj(s)− η′s


Q(ST ∈ ds)

On cherche un point selle du Lagrangien :

L(Q∗, γ∗, η∗) = sup
Q∈P

inf
γ,η
L(Q, γ, η)

Comme le problème est linéaire, on peut inverser les opérateurs sup et inf :

L(Q∗, γ∗, η∗) = inf
γ,η

sup
Q∈P

L(Q, γ, η)

Considérons le programme

sup
Q∈P

p∑

j=1

γjC
∗
j + η′S0 +

∫ 
h(s)−

p∑

j=1

γjψj(s)− η′s


Q(ST ∈ ds)
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Intuitivement, on remarque que si le terme h(s)−∑p
j=1 γjψj(s)− η′s est strictement

positif, alors le critère explose et le programme n’a pas de solution. De manière heu-
ristique, on en déduit que le dual du programme de maximisation est :





inf
γ,η

p∑

j=1

γjC
∗
j + η′S0

s.c. h(s)−∑p
j=1 γjψj(s)− η′s ≤ 0, ∀ s ∈ Rn

+

(11)

On remarque au passage que la solution de ce programme est également le portefeuille
de couverture (γ, η) ∈ Rp × Rn le moins cher qui sur-réplique le payoff de l’option.
De manière équivalente, on trouve que le dual du programme de minimisation est





sup
γ,η

p∑

j=1

γjC
∗
j + η′S0

s.c. h(s)−∑p
j=1 γjψj(s)− η′s ≥ 0, ∀ s ∈ Rn

+

(12)

Il existe ensuite des théorèmes qui permettent, d’une part, de justifier formellement le
passage du primal au dual et, d’autre part, que la solution du dual est aussi solution
du primal.

Dans les sections qui suivent, nous allons présenter différentes procédures proposées
dans la littérature pour résoudre (11) ou (12) pour des ensembles H particuliers et
dans le cas d’une option sur panier :

X = h(ST ) :=

(
n∑

i=1

ωiS
i
T −K

)+

Une méthode quand on limite le nombre d’options par sous-jacent

Considérons le cas de l’option sur panier à n sous-jacents, lorsque H contient exacte-
ment un call vanille sur chaque actif :

X =

(
n∑

i=1

ωiS
i
T −K

)+

H = {H1, . . . ,Hn},Hi = (Si
T −Ki)+, i = 1, . . . , n

[D’Aspremont El Ghaoui (2002)] et [Laurence Wang (2003a), Laurence Wang (2003b)]
ont montré que dans ce cas, on peut résoudre explicitement le programme dual et que
le résultat obtenu est également solution du programme primal (il n’y a pas de “saut
de dualité”).
Les bornes obtenues peuvent être calculées analytiquement, ce qui facilite grande-
ment la mise en œuvre pratique de cette méthode. On notera également que la borne
inférieure présente une particularité dans la mesure où elle ne dépend pas des instru-
ments benchmarks.

Pour illustrer la mise en œuvre concrete de l’algorithme, nous avons repris l’exemple
de l’article [D’Aspremont El Ghaoui (2002)] qui porte sur une option sur panier de 5
actifs, de maturité 5 an, qui paye

max(ω′ST −K0, 0)

avec K0 = 0.4 et
ω = (0.2 0.2 0.2 0.2 0.2)′

(S1
0 , S2

0 , S3
0 , S4

0 , S5
0) = (0.7 0.5 0.4 0.4 0.4)
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Les instruments benchmarks sont des calls à la monnaie, de prix d’exercice

(K1,K2,K3,K4,K5) = (0.7 0.5 0.4 0.4 0.4)

et de prix
(C∗1 , C∗2 , C∗3 , C∗4 , C∗5 ) = (0.161 0.143 0.093 0.070 0.047)

la matrice de covariance qu’on utilise pour évaluer l’option est :

Σ =
11
100




0.64 0.59 0.32 0.12 0.06
0.59 1 0.67 0.28 0.13
0.32 0.67 0.64 0.29 0.14
0.12 0.28 0.29 0.36 0.11
0.06 0.13 0.14 0.11 0.16




Tous calculs effectués, nous obtenons les bornes suivantes pour le prix :

v = 0.1828 et v = 0

Le prix de cette option calculé par la méthode de Monte Carlo dans un modèle de
Black Scholes avec la matrice de covariance Σ est 12.22%, pour un écart type de
3.4446× 10−4. Le risque de modèle mesuré par Φ représente donc 149.59% du prix de
l’option.

On constate sur cet exemple que la fourchette est beaucoup trop large, ce qui est
représentatif des problèmes posés par cette approche. La première question qui nous
vient naturellement à l’esprit est celle du choix des instruments benchmarks. Imagi-
nons qu’on dispose sur le marché de p calls, avec p > n. Lesquels choisir ? ceux qui
sont à la monnaie, dans la monnaie ? pourquoi ?
La réponse à cette question n’est pas évidente et les auteurs ne l’abordent pas directe-
ment. Toutefois, dans la mesure où la borne inférieure ne dépend pas des instruments
de marché, [Laurence Wang (2003a), Laurence Wang (2003b)] proposent d’affiner le
plus possible la borne supérieure en essayant les Cn

p possibilités et en retenant celle
qui donne la fourchette la plus petite. Mais d’une certaine manière, on voit bien qu’en
appliquant cette méthode, on occulte une partie de l’information dont on dispose sur
le marché. En particulier, en utilisant n calls, on ne fixe les volatilités que sur une
partie du smile (par exemple à la monnaie). On ne se débarrasse donc pas totalement
du risque de volatilité avec cette approche.

Une méthode générale

[Hobson et al. (2004a)] proposent une procédure plus générale pour déterminer la
borne supérieure, sans imposer de contraintes sur l’ensemble des instruments bench-
marks. Elle permet en effet d’incorporer autant de calls vanilles qu’on le souhaite pour
contraindre les volatilités. Le prix à payer pour cette avancée est double. D’une part,
l’algorithme est beaucoup plus complexe et le calcul de la borne supérieure n’est pas
direct. D’autre part, seule la borne supérieure peut être calculée par cette méthode,
pas la borne inférieure.
Afin de ne pas alourdir les notations, nous présentons en détail la méthode dans l’an-
nexe C et discutons seulement ici des principaux résultats.

Cette méthode se rapproche de la méthodologie de la section précédente dans le sens
où l’on cherche à donner un majorant du prix de l’option basket en fonction de prix
de calls observés. Pour résoudre leur programme de minimisation sous contrainte,
[D’Aspremont El Ghaoui (2002)] et [Laurence Wang (2003a), Laurence Wang (2003b)]
choisissent de retenir un seul prix de call sur chaque sous jacent du panier, sans
préciser quel strike retenir. Ici, la méthode mise en œuvre par [Hobson et al. (2004a)]



4 LIENS AVEC LA LITTÉRATURE 15

utilise l’information apportée par tous les calls vanilles disponibles et peut donc sem-
bler plus générale. En fait, les applications numériques montrent que le portefeuille
de couverture statique qui permet de répliquer la borne supérieure est constitué au
maximum de deux calls vanilles sur chaque sous-jacent, voire même d’un seul dans
certains cas. De plus, cette méthode présente l’avantage majeur de donner le strike
des calls en question, contrairement aux autres approches présentées précédemment
et constitue donc une réelle avancée. Elle reste néanmoins une piste de recherche trop
récente et insuffisamment aboutie pour apporter des éléments de réponse conséquents
à notre problématique. En particulier, le calcul de la borne inférieure soulève des
problèmes particulièrement difficiles à résoudre et qui sont actuellement en cours
d’étude [Hobson et al. (2004b)].

4.2 Calibration, contrôle optimal stochastique et équation de
HJB

Quand on doit résoudre un problème d’optimisation dynamique type (3) sans contrainte,
on a tendance à se tourner naturellement vers le contrôle optimal stochastique et
l’équation de HJB. On peut donc s’interroger sur la possibilité (ou non) d’incorporer
des contraintes sur le contrôle dans ce cadre analytique.
Plus généralement, nous étudions dans cette section le problème du calcul de la me-
sure qui calibre aux prix des instruments benchmarks quand on spécifie des classes
particulières de modèles, comme par exemple l’ensemble des diffusions de la forme

dSt = diag(St)σdWt

avec Σ := σσ′ la matrice de covariance sur laquelle on impose des bornes. Nous discu-
tons également du cas où on considère l’ensemble des modèles équivalents à un prior
donné.

Le cas sans contrainte

Pour fixer les idées, commençons par rappeler les résultats obtenus par [Avellaneda et al. (1995)]
dans le cas non contraint H = ∅ du modèle à volatilité incertaine. On considère le cas
d’un payoff path-independent X = h(ST ) et on fait l’hypothèse qu’une probabilité
risque-neutre Q ∈ Q est déterminée de manière unique par un processus (matriciel)
de covariance instantanée (θt)t qui est inobservable :

dSt = diag(St)θtdWt

On suppose juste que (θt)t est dans un certain ensemble Θ pas nécessairement borné.
On définit ensuite la fonction valeur du problème :

v(t, s) := sup
θ∈Θ

E[h(St,s
T )]

On sait alors que v est solution de HJB :

−∂v

∂t
+ inf

θ̂∈Θ̂

[
−Lθ̂v

]
= 0

avec Lθ̂ le générateur infinitésimal de la diffusion contrôlée par le contrôle constant θ̂ :

Lθ̂v(t, s) =
1
2
tr

[
diag(s)θ̂θ̂′diag(s)D2

sv(t, s)
]

En fonction des valeurs que peut prendre le contrôle, on sait plus ou moins bien
caractériser la fonction valeur. Par exemple, si Θ̂ est borné, le problème est régulier10

10C’est à dire le Hamiltonien du problème est borné.



4 LIENS AVEC LA LITTÉRATURE 16

et la fonction valeur solution de l’EDP de Black Scholes Barenblatt qui fait intervenir
le signe des gammas croisés de l’option11. Par contre, si Θ̂ = Rn

+, le problème est
singulier et la fonction valeur v est égale à l’enveloppe concave du payoff h.

Le cas avec contraintes

Se pose maintenant la question d’une extension de ces résultats au cas “avec contrain-
te” qui nous intéresse, i.e. au cas H 6= ∅.

Il existe de nombreux travaux qui s’intéressent au problème (complexe) de la calibra-
tion et il n’est pas question ici de le traiter en détail12. Nous mentionnerons simplement
une approche intéressante développée par [Avellaneda Paras (1996)], et qui propose
une extension du modèle à volatilité incertaine [Avellaneda et al. (1995)] dans laquelle
on cherche à couvrir “au mieux” le pire scénario de marché possible à l’aide d’un
portefeuille de couverture statique. Contrairement à l’approche de [Cont (2004)] cette
méthode a toutefois l’inconvénient majeur de n’avoir aucune interprétation simple en
termes de mesures de risque. Elle donne simplement le coût de surréplication de l’op-
tion. D’autre part, l’extension de cette analyse au cadre multidimensionnel soulève des
problèmes redoutables, puisqu’elle repose essentiellement sur la résolution numérique
d’EDP en grande dimension.

Pour faire une analogie avec la technique de Monte Carlo Pondéré [Avellaneda et al. (2001)],
on pourrait également mesurer le risque de modèle en cherchant des vecteurs de pro-
babilités p ∈ Rm

+ et p ∈ Rm
+ tels que

p = arg max
p

p∑

i=1

piX
(i) s.c.

{ ∑m
i=1 piH

(i)
k = C∗k , ∀ k∑m

i=1 pi = 1, p > 0

p = arg min
p

p∑

i=1

piX
(i) s.c.

{ ∑m
i=1 piH

(i)
k = C∗k ,∀ k∑m

i=1 pi = 1, p > 0

avec les (X(i))i (resp. les (H(i)
k )i) des réalisations du payoff X (resp. du payoff des

instruments benchmarks Hk) sous une probabilité risque-neutre privilégiée Q0 appelée
prior. Le problème, c’est que l’ensembleQ serait dans ce cas l’ensemble des probabilités
équivalentes13 à Q0 et on perdrait la propriété de martingale, donc le caractère risque-
neutre de la probabilité calibrée. Cette spécification très large de modèles d’évaluation
ne convient donc pas non plus.

4.3 Conclusion d’étape

Dans la section 4.1, nous avons vu les problèmes soulevés par le calcul de la mesure Φ
qui calibre les prix aux instruments benchmarks lorsqu’on choisit de considérer l’en-
semble des modèles risque-neutres, i.e. lorsque Q = R. En effet, les bornes d’arbitrage
qui sont obtenues sont extrêmement larges et, de surcrôıt, seul le cas de l’option sur
panier est traité pour l’instant dans la littérature. Or les options sur panier sont des
produits à convexité positive14 et donc monotones dans la corrélation, contrairement

11Dans le cas unidimensionnel, la volatilité σ du sous-jacent varie entre deux bornes σsup et σinf

et la stratégie de couverture dans le modèle à volatilité incertaine consiste à suivre la stratégie du
delta de Black Scholes avec σ = σsup si le gamma est positif et σ = σinf si le gamma est négatif.

12Cf. [Cont Tankov (2004)] pour un tour d’horizon très complet de la question.
13En fait, c’est un peu plus compliqué que cela parce que pour pouvoir faire du Monte Carlo, l’espace

d’état Ω a été discrétisé en un nombre fini d’états et qu’il y a seulement équivalence des probabilités
discrètes sur cet espace discrétisé. On a en réalité peu de chances d’avoir l’équivalence entre Q0 et la
loi limite, mais c’est un autre problème, cf. [Nguyen (2003)] pour plus de détails.

14C’est à dire que tous les gammas croisés et diagonaux de l’option sur panier sont strictement
positifs.
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à d’autres structures plus complexes (type rainbow). En particulier, on connâıt l’im-
pact d’une déformation de la structure de corrélation sur le P&L et on sait comment
provisionner ce risque. Ce ne sont donc pas les produits qui nous intéressent le plus.

La section 4.2 développe des approches alternatives liées aux questions de calibration
et qui spécifient une famille de modèles particulière pour Q. Nous avons vu que même
dans ce cas, le calcul de la mesure calibrée Φ soulève des problèmes complexes qui
n’ont pas de solution directe. De plus, il n’existe à ce jour aucune technique de ca-
libration multi-dimensionnelle qui permette de retrouver à la fois le prix des options
vanilles et celui des options exotiques15. Or on aimerait bien pouvoir incorporer dans
les instruments benchmarks des produits exotiques et en particulier des instruments
de corrélation.

Ces méthodes, qui correspondent à des spécifications “extrêmes” de l’ensemble des
modèles Q, ne permettent pas de satisfaire toutes nos attentes. Nous proposons donc
dans les sections qui suivent une démarche méthodologique qui permet de construire
des ensembles de modèles plus adaptés et d’en déduire des mesures “raisonnables” du
risque de modèle.

5 Spécification de modèles pour la corrélation : une
approche statistique

Dans la partie 4, nous avons présenté des techniques qui permettent de calculer la
mesure calibrée Φ pour différentes spécifications de l’ensemble des modèles Q. Nous
avons notamment vu que les spécifications proposées dans la littérature présentent des
inconvénients parfois importants et qu’il faut développer une autre procédure pour
déterminer les modèles de corrélation. Dans cette section, nous présentons deux nou-
velles méthodes qui permettent de construire des familles de modèles Q pertinentes et
d’en tirer une mesure du risque de modèle. Nous avons choisi de fonder notre approche
sur le calcul de la mesure pénalisée Ψ et de transférer le problème d’optimisation sur
un autre espace qu’on va pouvoir discrétiser.

5.1 Motivations pour une approche statistique

Au risque de se répéter, rappelons que les paramètres de corrélation sont inobservables.
Pourtant, des produits basés sur ces valeurs sont échangés tous les jours, sur la base
d’un prix donné le plus souvent par un modèle. Il a donc fallu à un moment ou à un
autre déterminer une procédure pour spécifier ces paramètres.
La démarche standard se décompose généralement en deux étapes :

1. On essaie “d’extraire” du marché le plus d’information possible sur les pa-
ramètres. Typiquement, quand une banque lance une option sur panier d’actions
liquides16, elle a souvent accès au prix de plusieurs calls vanilles sur chacune des
actions, ce qui “fixe”, de manière exogène, les volatilités sur une partie du smile
(par exemple à la monnaie).

2. On estime sur données historiques tout ce qu’on n’a pas pu déterminer de façon
implicite.

En règle générale, seules les volatilités peuvent être déterminées de manière implicite.
Les corrélations sont donc, en pratique, presque toujours calculées à partir des données

15A l’exception notable de la méthode de Monte Carlo Pondéré [Avellaneda et al. (2001)] qui soulève
néanmoins d’autres problèmes.

16Des actions du CAC40 par exemple.
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historiques17.

Les séries de rendements historiques sont donc couramment utilisées quand on évalue
des options multi sous-jacents et c’est pour cette raison que nous avons choisi d’adopter
une démarche statistique, proche de la réalité financière.

5.2 La démarche

La démarche que nous proposons pour construire l’ensemble Q est représentée schéma-
tiquement par le diagramme 3 :

Famille de modèles a priori

Anticipations, prévisions, 
scénarios de stress

Donnés statistiques, historiques de 
rendements

Modèles "extrêmes" ou 
anticipés Modèles les plus probables

Donnés implicites, prix de 
marché des instruments liquides

Caractéristiques 
du produit

Fig. 3 – Diagramme de la méthode

Quand on veut évaluer et couvrir en pratique un produit de corrélation, on a géné-
ralement une idée de la famille de modèles risque-neutres la plus adaptée au produit
et aux sous-jacents. Par exemple, s’il y a de forts skews à court terme sur les nappes
de volatilité des actifs, on va être tenté par un modèle à saut capable de reproduire
ces formes observées de nappes de volatilité. De la même manière, on peut avoir une
vue sur l’évolution future du marché et croire à la validité de telle ou telle dynamique
pour les sous-jacents. Ainsi, nous ferons l’hypothèse réaliste que l’investisseur se donne
au départ une famille de modèles risque-neutres Q au sein de laquelle il choisira la loi
avec laquelle il va évaluer et couvrir l’option. Comme les paramètres de corrélation
sont inobservables, le choix de cette probabilité d’évaluation est entaché d’incertitude.
Il y a un risque de modèle qu’il faut contrôler. Nous supposerons également que la
famille Q est trop “grande” pour qu’on puisse comparer les prix de l’option dans tous
les modèles Q ∈ Q.

L’idée commune aux méthodes que nous proposons consiste à paramétrer la famille
de modèles Q par un couple (R, θ) ∈ M+

S (n, n) × Θ, où R représente la matrice de
corrélation des rendements et θ les autres paramètres inobservables du modèle. Par
exemple, dans un modèle type Black Scholes, nous verrons que θ est simplement le
vecteur des volatilités (section 5.3). De la même manière, dans un modèle à sauts,
θ représente tous les paramètres hors corrélation qui permettent d’identifier la loi de
Levy, comme les volatilités, la loi des sauts . . . Nous y reviendrons dans la section 5.4.
Il est important de remarquer que le paramètre θ contient des éléments qu’on peut
généralement identifier de manière implicite grâce au marché. Par exemple, dans le
cas du modèle de Black Scholes, on peut calibrer les volatilités sur les prix de calls
vanille liquides à la monnaie. De la même manière, on peut calibrer la loi des sauts
d’un processus de Levy à l’aide d’une méthode type [Cont Tankov (2002)].
Ainsi, on peut paramétrer les modèles de la famille Q par un couple (R, θ) avec R qui
est “libre” et θ qui est calibré sur le marché donc fixé a priori. Pour les produits multi
sous-jacents, le risque de modèle est essentiellement lié à cette liberté sur la matrice de
corrélation R et on peut assimiler l’incertitude sur le modèle de pricing à l’incertitude

17A noter qu’il existe un grand nombre de produits pour lesquels on n’a même pas d’information
de marché sur les volatilités. C’est typiquement le cas des structures basées sur des fonds alternatifs,
très peu liquides, pour lesquels un marché de la volatilité n’est pas disponible.
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sur le choix R.
Nous noterons J la bijection qui permet de passer de l’ensemble Q à l’ensemble
M+

S (n, n) × Θ et J−1 sa réciproque. Nous préciserons la forme de cette application
sur des exemples dans les sections 5.3 et 5.4. On note également θ0 la valeur calibrée
des paramètres inobservables hors corrélation. L’idée consiste à construire l’ensemble
Q ⊂ Q comme l’image par J−1 de l’ensemble S × {θ0}, avec S ∈ M+

S (n, n) un en-
semble de matrices de corrélation bien choisi.
Dans la première méthode, section 6, on construit S à partir de scénarios de stress ou
à partir d’anticipations sur la structure de corrélation. Dans la seconde, section 7, on
construit S comme l’ensemble des modèles de corrélation les plus probables, grâce aux
rendements historiques observés.

Chaque méthode permet d’obtenir une nouvelle famille de modèles de risque-neutres Q
paramétrée par des matrices symétriques. Le problème de recherche d’un optimum dans
Q peut donc être “transféré” dans un espace de matrices que nous allons discrétiser, ce
qui nous permettra de calculer explicitement la mesure convexe du risque de modèle
Ψ (ou Ψε).

5.3 Paramétrisation du modèle de Black Scholes multivarié

Dans le modèle de Black Scholes multivarié, une probabilité risque-neutre est identifiée
de manière unique par une matrice de covariance. Pour fixer les notations, on définit
l’ensemble RBS := {Q1, . . . ,Qk, . . .} ⊂ R des mesures de probabilités risque-neutres
qui soient telles que, sous un élément Qk ∈ RBS , on ait

Qk : dSt = diag(St)σkdWt (13)

avec S := (S1, . . . , Sn)′, W := (W 1, . . . ,Wn)′ un mouvement brownien standard sous
Qk, et σk une matrice inversible de taille n, indépendante de t.
On note également Σk la matrice de covariance des rendements sous Qk et Rk la ma-
trice de corrélation.
Si les volatilités sont fixées de manière exogène, alors on identifie une probabilité risque-
neutre Qk ∈ RBS au couple (Rk, ν) ∈M+

S (n, n)×Rn
+, avec νi la norme euclidienne18

de la ième ligne de la matrice σk.

On a donc mis en évidence la bijection J entre les ensembles RBS et M+
S (n, n)× Rn

+

qui nous permet de passer de l’un à l’autre sans ambigüıté :

J : RBS → M+
S (n, n)× Rn

+

Q 7→ (R, ν)
J−1 : M+

S (n, n)× Rn
+ → RBS

(R, ν) 7→ Q

On peut donc “transférer” le problème de recherche d’un Q optimal dans RBS à
celui de la recherche d’un couple (R, ν) optimal dans M+

S (n, n) × Rn
+, ce qui justifie

l’écriture :
inf

Q∈RBS
EQ[X] = inf

(R,ν)∈M+
S (n,n)×Rn

+

E(R,ν)[X]

sup
Q∈RBS

EQ[X] = sup
(R,ν)∈M+

S (n,n)×Rn
+

E(R,ν)[X]

où on a abusivement noté E(R,ν)(·) l’opérateur EQ(·) pour l’unique probabilité Q =
J−1((R, ν)).
Si les volatilités ν sont fixées à une certaine valeur ν0, par exemple les volatilités impli-
cites à la monnaie, alors on définit Q =

{
Q ∈ Q : J(Q) ∈ S × {ν0}

}
, avec S l’ensemble

18On a aussi diag(ν) = ddiag(Σ)1/2.
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de matrices déterminé à partir de scénarios de stress, section 6, ou à partir des rende-
ments historiques observés, section 7.

Le modèle de Black Scholes multivarié est donc un cas limite dans lequel la matrice
de covariance Σ définit à elle seule une probabilité risque-neutre. Le problème, c’est
qu’il ne calibre pas les smiles ou les skews observés en pratique sur les marchés de calls
vanilles. Il faudra donc étudier une autre famille de modèles plus à même de reproduire
ces formes observées de nappe de volatilité : les modèles à sauts.

5.4 Paramétrisation d’un modèle à sauts multivarié

On considère maintenant la famille de modèles à sauts RJ ⊂ R telle que, sous un
élément Q ∈ RJ , on ait, pour i = 1, . . . , n :





Si
t = Si

0 exp


γit + σiW

i
t +

Nt∑

j=1

U i
j




Nt ∼ P(λt)
〈W i,W j〉t = ρijt

(U1
j , . . . , Un

j )′j
iid∼ N (µ,C)

(14)

(Nt)t est un processus de Poisson, identique pour tous les actifs. Dans ce modèle
multivarié, les instants de saut sont donc les mêmes pour tous les actifs et on peut
interpréter un saut négatif comme une sorte de krach boursier.
Un simple calcul d’espérance montre que le modèle est risque-neutre si

γi = −σ2
i

2
− λ(eµi+

1
2 Cii − 1)

L’évaluation dans ce type de modèle se fait généralement en conditionnant par rapport
au facteur Nt, cf. annexe B.4.
Par application de la formule d’Itô et pour 0 ≤ s ≤ t, définissons le rendement
géométrique19 :

ln
(

Si
t

Si
s

)
=

(
γi − σ2

i

2

)
(t− s) + σi(W i

t −W i
s) +

Nt−s∑

j=1

U i
j

Les moments des rendements sont :

E
[
ln

(
Si

t

Si
s

)]
=

(
γi − σ2

i

2

)
(t− s) + E




Nt−s∑

j=1

U i
j




=
(

γi − σ2
i

2

)
(t− s) +

∑

n≥0

P(Nt−s = n)E




n∑

j=1

U i
j




=
(

γi − σ2
i

2

)
(t− s) + µiλ(t− s)

19On rappelle que le processus de poisson composé est un processus de Levy et donc qu’il est à
accroissements indépendants et stationnaires, cf. [Cont Tankov (2004)] proposition 3.3. En particulier,
on a

NtX

j=1

U i
j −

NsX

j=1

U i
j

loi
=

Nt−sX

j=1

U i
j
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Cov

[
ln

(
Si

t

Si
s

)
, ln

(
Sj

t

Sj
s

)]
= ρijσiσj(t− s) +

∑

n≥0

P(Nt−s = n)Cov

(
n∑

k=1

U i
k,

n∑

`=1

U j
`

)

= ρijσiσj(t− s) + (Cij + µiµj)
∑

n≥0

nP(Nt−s = n)

= ρijσiσj(t− s) + (Cij + µiµj)λ(t− s)

∀ 0 ≤ s < t ≤ T,Corr

[
ln

(
Si

t

Si
s

)
, ln

(
Sj

t

Sj
s

)]
=

ρijσiσj + (Cij + µiµj)λ√
σ2

i + (Cii + µ2
i )λ

√
σ2

j + (Cjj + µ2
j )λ
(15)

Une probabilité risque-neutre Q ∈ RJ est donc paramétrée par exemple par le quintu-
plet (R, σ, λ, µ, C). Le prix à payer pour passer d’un modèle de Black Scholes multivarié
à un modèle qui calibre les smiles est donc assez élevé puisqu’il faut spécifier beaucoup
plus de paramètres. En particulier, quand on observe une estimation de la matrice de
corrélation des rendements, on ne sait pas a priori quelle part de la corrélation est à
attribuer aux corrélations instantanées des browniens ρij et quelle part est à attribuer
aux sauts.
On remarque également que si les sauts ne sont pas centrés, alors les rendements dans
ce modèle peuvent être corrélés même si les browniens et les sauts sont décorrélés.

6 Scénarios de stress sur les corrélations

6.1 La méthode

Si on a une idée de l’évolution possible de la structure de corrélation dans le futur,
la méthode que nous présentons dans cette section permet d’associer à cette antici-
pation une mesure explicite du risque de modèle. Plus précisément, supposons que
la probabilité avec laquelle on est d’accord pour valoriser le produit X soit identifiée
par une matrice de corrélation R0 et un vecteur de paramètres20 θ0 donnés. On se
donne également une matrice de corrélation R1 qui représente une autre structure de
corrélation susceptible de se réaliser. On peut penser à R1 comme une matrice dont
les composantes sont déterminées par exemple grâce à des scénarios de stress. Cette
incertitude sur les corrélations qui vont effectivement se réaliser sur les trajectoires
futures va affecter le prix d’une manière a priori non triviale. Pour mesurer ce risque,
nous proposons de définir l’ensemble S introduit dans la section 5.2 par

S =
{
A ∈M+

S (n, n) : ∃α ∈ [0, 1], A = αR1 + (1− α)R0

}

Comme R0 et R1 sont des matrices de corrélation définies positives, on est certain que S
ne contient que des matrices de corrélation définies positives et donc que chaque point
de S associé au vecteur de paramètre θ0 identifie de manière unique une probabilité
risque-neutre. On peut ensuite discrétiser la combinaison convexe en un nombre fini de
points et chercher le supremum puis l’infimum du critère pénalisé Ψε parmi ces points.

6.2 Applications numériques : modèle de Black Scholes

Nous avons implémenté l’algorithme pour mesurer le risque de modèle présent dans
une option rainbow de maturité 1 an sur trois actifs de payoff

max(0.65max(S1
T , S2

T , S3
T ) + 0.35min(S1

T , S2
T , S3

T )−K, 0)

On a normalisé S0 = 1, K = 1 et on a choisi un taux sans risque constant à 3%. On
voit les smiles de volatilité (simulés) pour chaque sous-jacent sur le graphe 4.

20Les volatilités à la monnaie, les intensités de saut . . .
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Fig. 4 – Smiles de volatilité implicite pour chaque actif sous-jacent

Les volatilités sont fixées sur les volatilités implicites à la monnaie de valeurs (35% 39% 36%)′.
L’utilisation de la mesure pénalisée Ψ a pour avantage d’être utilisable pour un grand
nombre d’instruments benchmarks. En particulier, elle présente un plus indéniable
quand on observe le prix d’instruments de corrélation. Pour illustrer cette force de
notre méthode, nous avons également considéré le cas où on ajoute aux calls vanilles
un call sur panier à la monnaie, équipondéré dans les trois actifs, de prix 12.06%.
Il est important de remarquer que s’il n’y a que les calls vanilles dans H, les termes
de pénalisation sont les mêmes pour tous les modèles Q ∈ Q, mais que ce n’est
évidemment pas le cas si on ajoute le call sur panier.

Les trajectoires historiques (simulées) des trois actifs risqués sont représentées dans le
graphe 5
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Fig. 5 – Trajectoires historiques sur deux ans des actifs risqués

La matrice de corrélation privilégiée R0 est calculée sur les rendements historiques
observés et vaut :

R0 =




100% 20.30% 16.69%
20.30% 100% 17.51%
16.69% 17.51% 100%




Le prix de l’option rainbow calculé avec cette matrice de corrélation historique R0
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vaut21 18.41%.
Nous avons utilisé deux scénarios de stress identifiés par des matrices R1 et R2. La
première fait monter toutes les corrélations alors que le deuxième les fait toutes bais-
ser22 :

R1 =




100% 60% 60%
60% 100% 60%
60% 60% 100%


 R2 =




100% −20% −20%
−20% 100% −20%
−20% −20% 100%




Aux matrices de stress R1 et R2 correspondent respectivement des distributions risque-
neutres Q1 et Q2 sur les trajectoires qui vont se réaliser.

Résultats avec les calls vanilles

Quand l’ensemble des instruments benchmarks est uniquement constitué de calls va-
nilles, les termes de pénalisation sont les mêmes pour tous les modèles de corrélation.
Dans ce cas, pour calculer la mesure de risque pénalisée Ψε, il suffit de faire la différence
entre le prix dans le modèle qui donne le prix le plus élevé et le prix dans le modèle
qui donne le prix le moins élevé.
Le tableau 1 regroupe les résultats que nous avons obtenus quand on pénalise unique-
ment avec des calls vanilles23 :

Modèle Q1 Modèle Q2

Ratio du risque
de modèle

1.20% 2.25%

Structure de
corrélation au
maximum




100% 30.23% 27.51%
30.23% 100% 28.13%
27.51% 28.13% 100%







100% 20.30% 16.69%
20.30% 100% 17.51%
16.69% 17.51% 100%




Structure de
corrélation au
minimum




100% 60% 60%
60% 100% 60%
60% 60% 100%







100% −20% −20%
−20% 100% −20%
−20% −20% 100%




Tab. 1 – Risque de modèle de l’option rainbow pour les modèles de type Black Scholes

On peut lire sur la première ligne le ratio de risque de modèle24, égal au rapport entre
la mesure pénalisée Ψε0 et le prix de l’option avec la matrice de corrélation historique
R0 dans le modèle de Black Scholes.
Les deux autres lignes donnent les structures de corrélation pour lesquelles on a un
optimum, i.e. les modèles de corrélation qui réalisent le supremum ou l’infimum dans
les programmes (6) et (7).
On peut tirer plusieurs enseignements de ce tableau. D’une part, on constate que le
risque de modèle peut représenter jusqu’à 2.25% du prix de vente de l’option et ne
doit donc pas être négligé. D’autre part, on remarque que les structures de corrélation
pour lesquelles les optima sont atteints ne sont pas toujours triviales. Lorsque les deux

21Tous les prix sont exprimée en pourcentage (sous-entendu du nominal).
22Les matrices utilisées sont déterminées de manière arbitraire pour illustrer la méthode. Il existe

néanmoins des façons de stresser une matrice de corrélation. Par exemple, nous présentons dans
l’annexe D une méthode proposée par [RiskMetrics (1997)].

23Les simulations sont menées par la méthode de Monte Carlo avec 2 000 000 de simulations. Le
pas de discrétisation de la combinaison convexe est 0.05, ce qui fait un total de 21 modèles différents
pour la corrélation.

24Model Risk Ratio
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extrema sont atteints sur les bords, le produit présente une convexité de signe constant
(il est “gamma positif” ou “gamma négatif”). Quand ce n’est pas le cas, comme par
exemple avec Q1, le prix de l’option n’est pas une fonction monotone de la corrélation
et on ne sait pas toujours comment il faut gérer l’option. Ainsi, si on mesure à tort
le risque de modèle en faisant simplement la différence entre les prix avec les matrices
R0 et R1, on obtiendrait 1.02% et on sous-estime le risque, car le prix maximum est
atteint pour une valeur plus élevée que celle donnée par le modèle “historique” Q0.

Si on crôıt à la possible réalisation d’un des scénarios de stress, notre méthode permet
donc d’en déduire une mesure précise de risque de modèle, qu’on peut par exemple
provisionner pour mieux se couvrir.

Résultats avec les calls vanilles et le call sur panier

Quand on ajoute le call sur panier à l’ensemble H des instruments benchmarks, les
termes de pénalisation deviennent différents dans chaque modèle de corrélation Q ∈ Q.
Nous comparons dans les tableaux 2 et 3 les ratios de risque de modèle obtenus quand
le critère Ψε est pénalisé avec la norme L1 et avec la norme L∞.

Modèle Q1 Modèle Q2

Ratio du risque
de modèle

0% 0%

Structure de
corrélation à
l’optimum




100% 32.21% 29.68%
32.21% 100% 30.26%
29.68% 30.26% 100%







100% 20.30% 16.69%
20.30% 100% 17.51%
16.69% 17.51% 100%




Tab. 2 – Risque de modèle de l’option rainbow pour les modèles de type Black Scholes,
avec call sur panier, pénalisation en norme L1

Modèle Q1 Modèle Q2

Ratio du risque
de modèle

1.20% 2.25%

Structure de
corrélation au
maximum




100% 30.23% 27.51%
30.23% 100% 28.13%
27.51% 28.13% 100%







100% 20.30% 16.69%
20.30% 100% 17.51%
16.69% 17.51% 100%




Structure de
corrélation au
minimum




100% 60% 60%
60% 100% 60%
60% 60% 100%







100% −20% −20%
−20% 100% −20%
−20% −20% 100%




Tab. 3 – Risque de modèle de l’option rainbow pour les modèles de type Black Scholes,
avec call sur panier, pénalisation en norme L∞

On remarque que l’ajout du call sur panier à l’ensemble des instruments benchmarks
réduit à zéro le ratio du risque de modèle quand on pénalise le critère avec la norme
L1. On retrouve bien le résultat présenté dans [Cont (2004)], qui dit qu’un plus grand
nombre d’instruments benchmarks permet de diminuer le risque de modèle. Cette pro-
priété est conforme à l’intuition car le portefeuille de couverture statique qui pourrait
être construit avec plus d’instruments va couvrir un plus grand nombre d’états et par
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conséquent réduire l’erreur de pricing25.

On constate en revanche que les résultats ne changent pas quand on pénalise le critère
avec la norme L∞. En effet, le produit le moins bien calibré par tous les modèles reste
un des calls vanilles (celui qui est dans la monnaie pour le deuxième actif à cause du
skew très prononcé) et donc l’ajout du call sur panier ne change pas la pénalisation.
Cet exemple illustre donc bien l’importance du choix de la norme avec laquelle on
pénalise le critère.

6.3 Applications numériques : modèle à sauts

Pour illustrer la méthode, nous avons également considéré la famille de modèle à sauts
de la section 5.4. L’intensité de saut λ est fixée à 1.1, la moyenne des sauts pour chaque
actif à -0.1 et l’écart-type à 0.2. La volatilité sur la partie brownienne, notée σi dans
la section 5.4 est égale à 0.3 pour tous les actifs.
Nous comparons les ratios de risque de modèle pour différentes configurations de
corrélation entre taille des sauts.

Pas de corrélation entre taille des sauts

Dans un premier temps, on considère qu’il n’y a pas de corrélation entre taille des
sauts. Avec les notations de la section 5.4, on a une matrice de covariance C de la
forme C = 0.04 In.
Si on utilise la matrice de corrélation historique R0 pour évaluer l’option, les corrélations
entre parties browniennes sont déterminées de manière unique par la formule (15). Avec
ces paramètres, le prix de l’option dans le modèle à sauts calculé par la méthode de
Monte Carlo avec 250000 simulations vaut 18.57%.

Le tableau 4 présente les résultats de la simulation quand on pénalise uniquement avec
les calls vanilles :

Modèle Q1 Modèle Q2

Ratio du risque
de modèle

2.78% 1.07%

Structure de
corrélation au
maximum




100% 26.26% 23.18%
26.23% 100% 23.88%
23.18% 23.88% 100%







100% 20.30% 16.69%
20.30% 100% 17.51%
16.69% 17.51% 100%




Structure de
corrélation au
minimum




100% 60% 60%
60% 100% 60%
60% 60% 100%







100% −20% −20%
−20% 100% −20%
−20% −20% 100%




Tab. 4 – Risque de modèle de l’option rainbow pour les modèles à sauts

Comme dans le modèle de Black Scholes, on constate que le premier scénario de stress
illustre l’effet de convexité ; cet exemple montre encore que le prix de l’option n’est pas
monotone dans la corrélation. On remarque également que le ratio du risque de modèle
associé est beaucoup plus élevé que dans le cas Black Scholes. En effet, non seulement
les extrema ne sont pas atteints sur les bords du domaine, i.e. le produit présente
une convexité qui change de signe, mais surtout, cette convexité est plus forte. Dans
le modèle à sauts, le prix de l’option est donc relativement plus sensible au premier

25Cf. [Cont Tankov (2004)] section 10.6 pour une illustration particulièrement claire de cet effet.
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scénario de stress.

Si on ajoute le call sur panier à l’ensemble des instruments benchmarks, on obtient les
résultats des tableaux 6 et 5.

Modèle Q1 Modèle Q2

Ratio du risque
de modèle

0% 0%

Structure de
corrélation à
l’optimum




100% 36.18% 34.01%
36.18% 100% 34.51%
34.01% 34.51% 100%







100% 20.30% 16.69%
20.30% 100% 17.51%
16.69% 17.51% 100%




Tab. 5 – Risque de modèle de l’option rainbow pour les modèles à sauts, avec call sur
panier, pénalisation en norme L1

Modèle Q1 Modèle Q2

Ratio du risque
de modèle

2.78% 0.16%

Structure de
corrélation au
maximum




100% 26.26% 23.18%
26.23% 100% 23.88%
23.18% 23.88% 100%







100% 16.27% 13.02%
16.27% 100% 13.76%
13.02% 13.76% 100%




Structure de
corrélation au
minimum




100% 60% 60%
60% 100% 60%
60% 60% 100%







100% 20.30% 16.69%
20.30% 100% 17.51%
16.69% 17.51% 100%




Tab. 6 – Risque de modèle de l’option rainbow pour les modèles à sauts, avec call sur
panier, pénalisation en norme L∞

On constate encore une fois que l’ajout du call sur panier aux instruments benchmarks
réduit le ratio du risque de modèle. Néanmoins, la dépendance dans la corrélation est
différente dans ce modèle à saut et dans le modèle de Black Scholes. Plus précisément,
on constate que les termes de pénalisation en norme L∞ du call sur panier “l’empor-
tent” sur les termes de pénalisation des calls vanilles. On trouve dans ce cas un ratio du
risque de modèle qui est différent selon les instruments benchmarks considérés, quand
on pénalise le critère avec la norme L∞. Le modèle à saut évalue moins bien l’option
sur panier que le modèle de Black Scholes.

Corrélation des tailles de sauts

On considère maintenant une matrice de covariance des sauts de la forme

C = 0.04(1.02 In − 0.2 11′)

i.e. tous les sauts sont corrélés à -20%. Les autres paramètres de la loi sont les mêmes
que dans la section précédente. Le prix de l’option dans ce modèle, calculé par la
méthode de Monte Carlo avec 250000 simulations, est égal à 18.49%. Les calculs de
mesure de risque sont reproduits dans les tableaux 7 à 9 :
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Modèle Q1 Modèle Q2

Ratio du risque
de modèle

3.78% 1.48%

Structure de
corrélation au
maximum




100% 20.30% 16.69%
20.30% 100% 17.51%
16.69% 17.51% 100%







100% 18.29% 14.85%
18.29% 100% 15.64%
14.85% 15.64% 100




Structure de
corrélation au
minimum




100% 60% 60%
60% 100% 60%
60% 60% 100%







100% −20% −20%
−20% 100% −20%
−20% −20% 100%




Tab. 7 – Risque de modèle de l’option rainbow pour les modèles à sauts

Modèle Q1 Modèle Q2

Ratio du risque
de modèle

0% 0%

Structure de
corrélation à
l’optimum




100% 44.12% 42.67%
44.12% 100% 43%
42.67% 43% 100%







100% 20.30% 16.69%
20.30% 100% 17.51%
16.69% 17.51% 100%




Tab. 8 – Risque de modèle de l’option rainbow pour les modèles à sauts, avec call sur
panier, pénalisation en norme L1

Modèle Q1 Modèle Q2

Ratio du risque
de modèle

3.78% 0.21%

Structure de
corrélation au
maximum




100% 20.30% 16.69%
20.30% 100% 17.51%
16.69% 17.51% 100%







100% 18.29% 14.85%
18.29% 100% 15.64%
14.85% 15.64% 100




Structure de
corrélation au
minimum




100% 60% 60%
60% 100% 60%
60% 60% 100%







100% 20.30% 16.69%
20.30% 100% 17.51%
16.69% 17.51% 100%




Tab. 9 – Risque de modèle de l’option rainbow pour les modèles à sauts, avec call sur
panier, pénalisation en norme L∞

Les résultats obtenus ici sont assez proches de ceux de la section précédente. Les ratios
du risque de modèle ont toutefois tendance à augmenter car le modèle spécifié calibre
moins bien les instruments benchmarks.

6.4 Discussion

Quand on a des conjectures sur les structures de corrélation susceptibles de se réaliser
sur le marché et qu’on ne sait pas laquelle va vraiment se réaliser, la méthode que
nous venons de présenter permet d’en déduire une mesure du risque de modèle. Si
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on anticipe plusieurs matrices de corrélation R1, R2, . . ., i.e. plusieurs distributions
“extrêmes” Q1,Q2, . . . sur les trajectoires, on peut calculer Ψε sur toutes les combi-
naisons convexes des matrices prises deux à deux.
Toutefois, pour mettre en œuvre efficacement cette procédure, il faut avoir des anticipa-
tions et ce n’est pas toujours le cas. Nous avons donc développé dans la section suivante
une autre méthode qui permet de construire une famille de modèles de corrélation les
plus probables à partir des historiques de rendements.

7 Perturbation des valeurs propres de la matrice de
corrélation

Encore une fois, l’évaluation d’une option multi sous-jacents nécessite souvent l’esti-
mation sur données historiques de la matrice R et parfois de la matrice Σ. Or sous
des hypothèses d’échantillonage, on peut calculer des intervalles de confiance pour
les valeurs propres de ces matrices. Ainsi, on peut définir l’ensemble S de la section
5.2 comme l’ensemble des matrices symétriques définies positives qui ont des valeurs
propres dans l’intervalle de confiance et discrétiser cet ensemble en une grille de points
parmi lesquels on recherche les extrema du critère pénalisé Ψε.
Par exemple, si on croit que la loi des rendements est engendrée par un processus à
sauts type (14), alors grâce aux historiques de rendements, on va pouvoir caractériser,
au sein de cette famille, les modèles d’évaluation les plus probables.
La méthode se décompose donc en deux étapes distinctes :

Etape 1 : Détermination de la région de confiance à partir des données historiques
dans un cadre paramétrique ou non.

Etape 2 : Choix de la famille de modèles qui a engendré les données et calcul de Ψε

en conséquence.

En outre, l’analyse statistique des données historiques permet de choisir la famille de
modèles risque-neutres Q. Par exemple, si on constate que les rendements ont des
queues épaisses et un skew coté négatif, on aura tendance à préférer des modèles à
sauts plutôt que des modèles log-normaux type Black Scholes.
Ainsi, même si on n’a pas d’anticipations sur les corrélations, on va pouvoir grâce à
cette méthode calculer des mesures du risque de modèle.

7.1 Modèle statistique et loi des valeurs propres de R

Pour pouvoir parler de statistique, il faut construire un modèle statistique pour les
observations. Ici, les données sont simplement les rendements des actifs risqués sous-
jacents (séries temporelles) qui servent à calculer des estimateurs des matrices de
covariance ou de corrélation.

On considère le modèle statistique non paramétrique :

(Rn,B(Rn), G)⊗m

où G représente la loi, inconnue, des observations qu’on note Y1, . . . , Ym ∈ Rn et qui
sont définies ∀ k = 1, . . . ,m, ∀ i = 1, . . . , n par26 :

Y i
k :=

ln(Si
tk

)− ln(Si
tk−1

)√
tk − tk−1

26A noter que pour avoir un modèle statistique iid, il faut que les observations soient indépendantes.
Modéliser S par un processus de Levy est une condition suffisante pour avoir cette propriété.
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Notons µ ∈ Rn (resp. Σ ∈ M+
S (n, n)) la moyenne (resp. la matrice de covariance) des

observations.
Des estimateurs sans biais de µ et Σ sont donnés par :

µ̂ := Ȳ :=
1
m

m∑

j=1

Yj

Σ̂ :=
1

m− 1

m∑

j=1

(Yj − Ȳ )(Yj − Ȳ )′

La matrice de corrélation R est définie par :

R := ddiag(Σ)−1/2 Σddiag(Σ)−1/2

On note R̂ son estimateur sans biais. Comme R et R̂ sont des matrices symétriques
définies positives, elles sont diagonalisables dans une base orthonormale :

R =: PΛP ′ R̂ =: P̂ Λ̂P̂ ′

avec Λ =: diag(λ) et Λ̂ =: diag(λ̂). Notre objectif est de trouver un intervalle de
confiance pour λ.
En toute généralité, dans ce modèle non-paramétrique, on peut caractériser la loi des
valeurs propres de R̂ grâce à la technique du bootstrap. Ici, comme la loi des observa-
tions est inconnue, il faut faire du bootstrap non-paramétrique [Davidson Hinkley (1997)].
On construit donc L échantillons de taille m en tirant uniformément dans les observa-
tions. Chaque échantillon est noté (Y (`)

1 , . . . , Y
(`)
m ), ` = 1, . . . , L. Les valeurs propres de

R̂ triées par ordre décroissant27 sont reliées aux observations par une certaine fonction
continue ψ :

λ̂(`) = ψ(Y (`)
1 , . . . , Y (`)

m ), ` = 1, . . . , L

La fonction de répartition empirique des λ̂(`) converge presque sûrement et dans L2

vers la fonction de répartition théorique de λ (conséquence du théorème de Glivenko
Cantelli) :

F (x) := Q(λ ≤ x), x ∈ Rn

F̂ (x) :=
1
L

L∑

`=1

11{λ̂(`)≤x}
p.s.−−−−→

L→∞
F (x), x ∈ Rn

On peut donc assez facilement caractériser la loi des valeurs propres de R̂, grâce à la
fonction de répartition empirique F̂ .

Pour ce qui est des intervalles de confiance, on remarque que le vecteur λ est dans le
sous espace de dimension n− 1 :

λ ∈ B :=

{
x ∈ Rn :

n∑

i=1

xi = n, x1 > x2 > . . . > xn > 0

}

Ce sous-espace contient notamment le vecteur λ̄ := (1/L)
∑L

`=1 λ̂(`). Nous allons
mettre un intervalle de confiance pour λ autour de λ̄.
Pour η ∈ R et a ∈ Rn, définissons l’ensemble :

E(η, a) :=
{
x ∈ Rn : x ∈ B, ||x− a||2 ≤ η2

}

27On rappelle que les valeurs propres sont identifiées à une permutation près.
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On a

Q(λ̂ ∈ E(η, a)) = Q

(
n∑

i=1

λ̂i = n, λ̂1 > λ̂2 > . . . , λ̂n > 0,

n∑

i=1

(λ̂i − ai)2 ≤ η2

)

=
∫

E(η,a)

dF̂

p.s.−−−−→
L→∞

∫

E(η,a)

dF = Q(λ ∈ E(η, a))

et pour un seuil de confiance α donné petit, on va chercher η de sorte que

Q(λ̂ ∈ E(η, λ̄)) = 1− α

Pour trouver η en pratique, on remarque que :

1
L

L∑

`=1

11{λ̂(`)∈E(η,λ̄)}
p.s.−−−−→

L→∞
EQ(11{λ̂∈E(η,λ̄)}) = Q(λ̂ ∈ E(η, λ̄))

Cette méthode permet de trouver un intervalle de confiance sphérique autour de λ̄
qu’il faut maintenant discrétiser. Pour cela, on passe en coordonnées polaires dans
Rn−1 (car E(η, λ̄) ⊂ Rn−1), puis on discrétise le rayon et les multiples angles.

7.2 Applications numériques : modèle de Black Scholes

Pour illustrer la méthode, nous avons repris l’exemple de l’option Rainbow de la section
6.2 avec les mêmes paramètres. On rappelle que la matrice de corrélation estimée sur
deux ans d’historiques (500 valeurs) est :

R̂ =




100% 20.30% 16.69%
20.30% 100% 17.51%
16.69% 17.51% 100%




Ses valeurs propres et vecteurs propres sont :

Λ̂ =




1.36 0 0
0 0.84 0
0 0 0.80


 P̂ =




0.58 0.47 0.66
0.59 0.31 −0.74
0.55 −0.83 0.10




Le prix de l’option Rainbow avec les volatilités implicites à la monnaie et la corrélation
historique R̂ est 18.42% (500000 simulations).
Nous comparons deux jeux d’instruments benchmarks différents. Dans le premier, nous
considérons uniquement les calls vanilles. Dans le deuxième, nous considérons les calls
vanilles et les options sur panier utilisées dans la section 6.2.

Rendements historiques et bootstrap

Nous avons simulé 50000 échantillons par la méthode du bootstrap non paramétrique,
ce qui donne 50000 matrices de corrélation simulées et autant de vecteurs de valeurs
propres. Dans les graphes 6 à 8, nous montrons les lois marginales empiriques obtenues :
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Fig. 6 – Densité marginale empirique de la première valeur propre
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Fig. 7 – Densité marginale empirique de la deuxième valeur propre
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Fig. 8 – Densité marginale empirique de la troisième valeur propre

Le vecteur moyen des valeurs propres estimées est λ̄ = (1.37 0.86 0.77)′. Nous trouvons
que 99.9% des valeurs propres sont dans le disque E(λ̄, η) ⊂ R2 avec η = 0.14. Ce disque
a été discrétisé en 2500 points, soit 50 pas de discrétisation sur chaque axe polaire (50
sur le rayon et 50 sur l’angle). Il y a donc 2500 modèles pour la corrélation.
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Résultats avec les calls vanilles

On montre dans le tableau 10 les résultats numériques obtenus avec les deux critères
de pénalisation présentés dans la section 3.1 :

Première pénalisation || · ||1 Deuxième pénalisation || · ||∞
ε0 4.55 0.18

Max -4.37 0.01
Min 4.74 0.36
MRR 0.92% 0.92%

Tab. 10 – Risque de modèle de l’option rainbow

Le risque de modèle mesuré par Ψε0 rapporté au prix de l’option avec corrélation his-
torique, noté MRR28 dans le tableau, est évidemment le même avec les deux critères
de pénalisation, puisque nos instruments benchmarks sont ici uniquement des calls
vanille et que les volatilités sont fixées. On constate quand même qu’il représente en-
viron 0.9% du prix de l’option, i.e. qu’au seuil de confiance α = 99.9%, les structures
de corrélation susceptibles de se réaliser peuvent affecter le prix à hauteur de 0.9%.
Notons que le supremum du programme est atteint pour la valeur propre (1.37 0.76 0.87)′,
ce qui correspond à la structure de corrélation :

Corr
(

S1
T

S1
0

,
S2

T

S2
0

)
= 15.5% Corr

(
S1

T

S1
0

,
S3

T

S3
0

)
= 20.3% Corr

(
S2

T

S2
0

,
S3

T

S3
0

)
= 19%

De même, l’infimum du programme est atteint pour la valeur propre (1.31 0.97 0.72)′,
correspondant à la structure de corrélation :

Corr
(

S1
T

S1
0

,
S2

T

S2
0

)
= 23.8% Corr

(
S1

T

S1
0

,
S3

T

S3
0

)
= 9.3% Corr

(
S2

T

S2
0

,
S3

T

S3
0

)
= 12.8%

Les structures de corrélation pour lesquelles sont atteints les optima ne sont pas tri-
viales et on voit bien sur cet exemple que la somme qu’il faudrait provisionner au titre
du risque de modèle n’est pas négligeable.

Résultats avec les calls vanille et le call sur panier

Si on ajoute le call sur panier à l’ensemble des instruments benchmarks, les termes de
pénalisation ne sont plus indépendants du modèle de corrélation. Les résultats sont
regroupés dans le tableau 11 :

Première pénalisation || · ||1 Deuxième pénalisation || · ||∞
ε0 4.56 0.18

Max -4.37 0.01
Min 4.74 0.36
MRR 0.15% 0.92%

Tab. 11 – Risque de modèle de l’option rainbow

On constate que l’ajout d’instruments de corrélation dans H réduit significativement
le ratio de risque de modèle quand on pénalise avec la norme L1. On retrouve encore
une fois le résultat de [Cont (2004)] déjà rencontré dans la section 6.2.

28Model Risk Ratio
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Le supremum du programme pénalisé par la norme L1 est atteint pour le vecteur de
valeurs propres (1.48 0.80 0.72)′, qui correspond à la structure de corrélation :

Corr
(

S1
T

S1
0

,
S2

T

S2
0

)
= 27.3% Corr

(
S1

T

S1
0

,
S3

T

S3
0

)
= 21.24% Corr

(
S2

T

S2
0

,
S3

T

S3
0

)
= 22.65%

L’infimum est atteint au point (1.48 0.81 0.71)′, correspondant à la structure de
corrélation :

Corr
(

S1
T

S1
0

,
S2

T

S2
0

)
= 28.31% Corr

(
S1

T

S1
0

,
S3

T

S3
0

)
= 20.87% Corr

(
S2

T

S2
0

,
S3

T

S3
0

)
= 22.62%

On constate en revanche que le MRR calculé avec la pénalisation L∞ reste le même. Les
extrema sont atteints exactement aux mêmes points parce que le produit de corrélation
qui a été ajouté est bien calibré par tous les modèles Q ∈ Q.

7.3 Discussion

La méthode que nous avons présentée dans cette partie permet de construire un en-
semble Q de modèles pour la corrélation qui sont les plus probables pour un seuil de
confiance donné et d’en tirer une mesure du risque de modèle. Cette approche par
les valeurs propres peut s’interpréter au regard des résultats généraux de l’analyse en
composante principale29. En effet, on sait que la direction propre associée à la plus
grande valeur propre engendre le sous-espace vectoriel qui porte la plus grande part
d’inertie du nuage. Donc si on veut bien prendre en compte le risque de dispersion sur
les rendements, on a intérêt à perturber le plus possible la plus grande valeur propre.
Ainsi, la méthode que nous proposons met un intervalle de confiance sphérique autour
des valeurs propres, ce qui donne des résultats corrects, mais on peut imaginer d’autres
formes paramétriques qui laissent plus de liberté sur la première valeur propre (par
exemple des intervalles “embôıtés”).

8 Conclusion

Quand on doit valoriser ou couvrir un produit multi sous-jacents, la spécification
d’un modèle pour la corrélation est un problème complexe, susceptible d’engendrer
un risque de modèle important. Dans ce document, nous proposons deux procédures
complémentaires qui permettent de comprendre et de mesurer ce risque. Les techniques
que nous présentons sont développées autour du cadre analytique de [Cont (2004)] et
profitent de ce fait de ses fondements théoriques et financiers.

Avec la première méthode, nous construisons un ensemble de modèles “extrêmes” pour
la corrélation, à partir de matrices de corrélation stressées ou plus simplement à partir
d’anticipations. Le calcul explicite d’une mesure du risque qui en découle est direct
et simple à implémenter. La deuxième méthode permet de construire la famille des
modèles les plus probables pour la corrélation, au sens où ce sont sont ceux qui ont le
plus de chance de reproduire la structure de corrélation qui va se réaliser. Là encore,
la mesure du risque qui est associée à cet ensemble de modèles se calcule explicitement.

Avec ce document, nous espérons contribuer à la recherche sur le risque de modèle
présent dans les instruments de corrélation, problème dont l’importance pratique
ne fait aujourd’hui plus aucun doute et qui mérite certainement plus de travaux
académiques.

29Cf. [Saporta (1990)] par exemple.
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A Notations

La clarté d’un exposé passe souvent par la clarté des notations. Dans ce document,
nous utilisons un grand nombre de symboles et de conventions d’écriture que nous
détaillons dans cette annexe.

On note := une définition et on met les : du coté de l’objet qui est défini.

Pour x ∈ Rn un vecteur colonne, on note x′ sa transposée qui est un vecteur ligne. Si
x ∈ Rn, on note x · y le produit scalaire euclidien

x · y := x′y =
n∑

i=1

xiyi

La norme euclidienne est notée |x| :

|x| := √
x · x

On note également In la matrice identité de Rn, ou simplement I s’il n’y a pas d’am-
bigüıté et 1 le vecteur qui a toutes ses composantes égales à 1.
Pour x ∈ Rn, on note

diag(x) :=




x1 0
. . .

0 xn




On note M(n, p) l’ensemble des matrices à n lignes et p colonnes, ainsi que M+
S (n, n)

l’ensemble des matrices symétriques définies positives de taille n.
Pour une matrice carrée A de taille n et de terme général Aij , on note

diag(A) := (A11, . . . , Ann)′ ∈ Rn

On définit également l’application

ddiag := diag ◦ diag

qui, à une matrice carré A de terme général Aij fait correspondre la matrice carré B
de terme général Bij qui vaut Bii = Aii,∀ i et Bij = 0, i 6= j.

Avec des notations standard, Σ représente en général une matrice de covariance et R
la matrice de corrélation associée.

Dans tout le rapport, nous utilisons les lettres Φ, Ψ et Ψε pour désigner les mesures
de risque de modèle définies dans la section 3.1. De la même manière, on note Q un
ensemble de modèles risque-neutres et H un ensemble d’instruments benchmarks.

On note P l’ensemble des lois de probabilité des processus à valeur dans Rn
+ et R ⊂ P

l’ensemble de toutes les mesures de probabilité risque-neutres. On a également l’en-
semble RBS ⊂ R des modèles type Black Scholes multivarié, défini section 5.3 et
RJ ⊂ R un ensemble des modèles à sauts défini dans la section 5.4.

La lettre grecque θ désigne de manière générique un paramètre.
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B Compléments mathématiques

B.1 Robustesse de la formule de Black Scholes

Cas univarié

Nous rappelons dans cette section la formule du P&L d’un portefeuille couvert en
delta dans un modèle type Black Scholes, parfois appelée formule de robustesse. Notre
objectif n’étant pas d’établir ce résultat en toute rigueur, nous serons volontaire-
ment informels. Le lecteur souhaitant approfondir la question pourra se reporter à
[Rebonato (2004)] ou [El Karoui et al. (1998)].

On considère un call vanille de prix C(t, St, T, K; (θt)t) où (θt)t est un processus qui
représente les paramètres inobservables qui affectent le prix30. Notons CBS(t, St, K, T, σ)
le prix d’un call vanille dans le modèle de Black Scholes, donné par la formule de Black
Scholes. La volatilité implicite Σ(t, St,K, T ) est définie par la relation

C(t, St, T, K; (θt)t) = CBS(t, St,K, T, Σ(t, St,K, T ))

On suppose que la volatilité qui va se réaliser sur la trajectoire future est un processus
inobservable (σt)t :

dSt = rStdt + σtStdWt

La question qu’on se pose est la suivante : comment varie le P&L de la position couverte
en delta si la volatilité de pricing et de gestion est mal spécifiée ?
On sait que la fonction CBS(·, ·,K, T, σ) est solution de l’EDP de Black Scholes :

∂CBS

∂t
+ rs

∂CBS

∂s
+

1
2
σ2s2 ∂2CBS

∂s2
= rCBS , (t, s) ∈ [0, T [×R+

Par ailleurs, la formule d’Itô nous assure que :

dC(t, St, T, K; (θt)t) =
∂C

∂t
dt +

∂C

∂s
dSt +

1
2

∂2C

∂s2
d〈S〉t

= dCBS(t, St, T, K,Σ(t, St,K, T ))

=
[
∂CBS

∂t
+

∂CBS

∂Σ
∂Σ
∂t

]
dt

+
[
∂CBS

∂s
+

∂CBS

∂Σ
∂Σ
∂s

]
dSt

+
1
2

[
∂2CBS

∂s2
+

∂2CBS

∂Σ∂s

∂Σ
∂s

]
d〈S〉t

+
1
2

[(
∂2CBS

∂s∂Σ
+

∂2CBS

∂Σ2

∂Σ
∂s

)
∂Σ
∂s

+
∂CBS

∂Σ
∂2Σ
∂s2

]
d〈S〉t

=
1
2
S2

t

∂2CBS

∂s2

[
σ2

t − Σ2(t, St,K, T )
]
dt +

[
∂CBS

∂Σ

]
∂Σ
∂t

dt

+
[
∂CBS

∂s
+

∂CBS

∂Σ
∂Σ
∂s

]
σtStdWt + rSt

∂CBS

∂Σ
∂Σ
∂s

dt

+
1
2

[
∂2CBS

∂Σ∂s
+

(
∂2CBS

∂s∂Σ
+

∂2CBS

∂Σ2

∂Σ
∂s

)]
σ2

t S2
t

∂Σ
∂s

dt

+
1
2

[
∂CBS

∂Σ

]
σ2

t S2
t

∂2Σ
∂s2

dt + rCBSdt

30Pour fixer les idées, on peut penser à des intensités de saut ou des paramètres de corrélation entre
facteurs
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Soit Vt le portefeuille de couverture en delta. On a V0 = C(0, S0,K, T ; (θt)t) =
CBS(0, S0,K, T, Σ(0, S0,K, T )) et

dVt =
∂CBS

∂s
dSt + r(CBS − ∂CBS

∂s
St)dt

En faisant la différence, on trouve :

P&LT := VT − CT

=
1
2

∫ T

0

S2
t

∂2CBS

∂s2

[
Σ2(t, St,K, T )− σ2

t

]
dt

−
∫ T

0

[
∂CBS

∂Σ
∂Σ
∂s

]
σtStdWt −

∫ T

0

rSt
∂CBS

∂Σ
∂Σ
∂s

dt

−1
2

∫ T

0

[
∂2CBS

∂Σ∂s
+

(
∂2CBS

∂s∂Σ
+

∂2CBS

∂Σ2

∂Σ
∂s

)]
σ2

t S2
t

∂Σ
∂s

dt

−1
2

∫ T

0

[
∂CBS

∂Σ

]
σ2

t S2
t

∂2Σ
∂s2

dt−
∫ T

0

[
∂CBS

∂Σ

]
∂Σ
∂t

dt

Si la surface de volatilité ne dépend pas de (t, St), alors la formule se simplifie en

P&LT =
1
2

∫ T

0

S2
t

∂2CBS

∂s2

[
Σ2(t, St,K, T )− σ2

t

]
dt

ce qui signifie que si le produit est gamma positif, en sur-évaluant la volatilité de
gestion on s’assure un P&L positif à échéance.

Cas multivarié

Considérons maintenant un marché constitué de n actifs risqués (S1, . . . , Sn) et d’un
actif sans risque S0. L’aléa est modélisé par un espace de probabilité filtré (Ω,FT , (Ft)t∈[0,T ],P)
et on considère une option path-independent de prix Ct à la date t ∈ [0, T ] et de payoff
CT = h(ST ) à échéance T . On s’intéresse au P&L du portefeuille long de cet option
et couvert en delta. Nous noterons Σ̃(T,K) la matrice de “covariance implicite”, sup-
posée indépendante de (t, St) pour simplifier.
On note Σt la covariance (inobservable) qui va se réaliser sur la période [0, T ] :

dSt = diag(St)(r1dt + σtdWt)

avec W un mouvement brownien standard dans Rn et σt une matrice bornée telle que
Σt = σtσ

′
t.

Par un raisonnement similaire à celui de la section précédente, on trouve :

P&LT := VT − CT

=
1
2

∫ T

0

tr
[
diag(St)(Σ̃(t, St)− Σt)diag(St)

∂2C

∂S∂S′
(t, St)

]
dt

=
1
2

n∑

i,j=1

∫ T

0

Si
tS

j
t

[
σ̃i · σ̃j

|σ̃i||σ̃j | |σ̃
i||σ̃j |(t, St)− σi

t · σj
t

|σi
t||σj

t |
|σi

t||σj
t |

]
∂2C

∂Si∂Sj
(t, St)dt

avec σk
t la kème ligne de la matrice σt et σ̃k(t, St) la kème ligne de la matrice σ̃(t, St).

Cette formule est d’une grande importance pratique. Elle nous dit que si on se couvre
en delta et que matrice de covariance est mal spécifiée, alors le gain (ou la perte) qui en
résulte dépend des gammas croisés. Par exemple, on sait que les gammas croisés “hors
diagonale” d’un call best of sont strictement négatifs et que les gammas “diagonaux”
sont strictement positifs. Pour s’assurer un P&L positif dans ce cas, il suffit donc de
majorer les volatilités et de minorer les corrélations.
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B.2 Reconstruction de la densité risque-neutre

Un résultat connu de l’évaluation robuste des options nous dit que si on observe des prix
de calls pour différents strikes sur un actif donné, alors on peut en déduire des informa-
tions sur la probabilité risque-neutre implicite du marché [Breeden Litzenberger (1978)].
Nous rappelons ce résultats dans cette annexe.

Le cas d’un continuum de calls

Nous suivons essentiellement la présentation de [Musiela Rutkowski (2004)]. Soit S
un actif risqué, de prix St à la date t ∈ [0, T ]. On considère un marché financier où
l’application t 7→ St est positive et où le taux sans risque r ≥ 0 est constant. Le prix
de non arbitrage d’un call vanille sur S de strike K et d’échéance T est :

c(K, T ) := e−rTEQ[(ST −K)+] = e−rT

∫

R
(s−K)+F (ds, T )

avec
F (x, T ) := Q(ST ≤ x), x ∈ R

L’application c(·, T ) : R → R est continue, positive et convexe (par arbitrage). Elle
est donc localement intégrable et par conséquent définit une distribution µ, qui est
une mesure positive sur l’espace (R,B(R)). Pour toute fonction continue h à support
compact, on peut donc écrire

〈µ|h〉 :=
∫

R
h(s)c(s, T )ds

La dérivée de µ au sens des distributions, que nous noterons µ′, vérifie

〈µ′|h〉 = −〈µ|h′〉
Sous nos hypothèses, l’application c(·, T ) a de bonnes propriétés et on a :

〈µ|h′〉 =
∫

R
h′(s)c(s, T )ds

= [h(s)c(s, T )]s=+∞
s=−∞ −

∫

R
h(s)c′K(s, T )ds

= −
∫

R
h(s)c′K(s, T )ds

= −〈µ′|h〉
on a donc :

〈µ′|h〉 =
∫

R
h(s)c′K(s, T )ds

et de la même manière, on trouve :

〈µ′′|h〉 =
∫

R
h(s)c′′KK(s, T )ds

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le principal résultat :

Lemme B.1
Pour toute fonction mesurable g : R→ R, on a :

∫

R
g(s)F (ds, T ) = erT

∫

R
g(s)c′′KK(ds, T )

et pour tout A ∈ B(R), en prenant g(s) = 11A(s), on a :

Q(ST ∈ A) = erT µ′′(A) = erT c′′KK(A, T )

Nous ne détaillons pas la preuve, qui est dans [Musiela Rutkowski (2004)].
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Le cas d’un nombre fini de calls

Si on observe maintenant un nombre fini de calls, on ne peut plus dériver la fonction
de prix pour retrouver le densité risque-neutre. Il faut dans ce cas interpoler entre les
points ou éventuellement lisser. Nous renvoyons à [Rebonato (2004)] chapitre 7 pour
un exposé très complet sur la question.

B.3 Loi asymptotique de R̂ et de ses valeurs propres

Dans cette annexe, nous présentons des résultats statistiques que nous avons obte-
nus. Il s’agit de déterminer la loi asymptotique des valeurs propres d’une matrice de
corrélation dans le cas où les observations du modèle statistique sont gaussiennes iid
et d’en déduire une formule fermée pour un intervalle de confiance elliptique.

On se place dans le cadre d’un modèle statistique paramétrique gaussien

(Rn,B(Rn),N (µ,Σ))⊗p
µ,Σ

Les p observations iid sont notées (X1, . . . , Xp) :

∀ i = 1, . . . , p,Xi
iid∼ N (µ, Σ)

L’estimateur Σ̂ de Σ est :

Σ̂ :=
1

p− 1

p∑

j=1

(Xj − X̄)(Xj − X̄)′

On a le résultat suivant : √
p(Σ̂− Σ) loi−−−→

p→∞
Z

Avec Z une matrice de variables aléatoires gaussiennes, dont les moments sont :

E[Zij ] = 0, ∀ i, j = 1, . . . , p

E[ZijZk`] = ΣikΣj` + Σi`Σjk, ∀ i, j, k, ` = 1, . . . , p

On notera [Z1, . . . , Zn] les n colonnes de la matrice Z et [Σ1, . . . , Σn] les n colonnes de
la matrice Σ. Les moments peuvent donc se réécrire sous la forme :

E[ZiZ
′
j ] =



E[Z1iZ1j ] · · · E[Z1iZnj ]

...
...

E[ZniZ1j ] · · · E[ZniZnj ]




=



E[Z1iZj1] · · · E[Z1iZjn]

...
...

E[ZniZj1] · · · E[ZniZjn]




=




Σ1jΣi1 + Σ11Σij · · · Σ1jΣin + Σ1nΣij

...
...

ΣnjΣi1 + Σn1Σij · · · ΣnjΣin + ΣnnΣij




= ΣiΣ′j + ΣijΣ

La matrice de corrélation R s’écrit sous la forme :

R := ddiag(Σ)−1/2 Σddiag(Σ)−1/2
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et on note comme d’habitude son estimateur :

R̂ := ddiag(Σ̂)−1/2 Σ̂ ddiag(Σ̂)−1/2

Posons Q := ddiag(Σ)−1/2 et Q̂ := ddiag(Σ̂)−1/2. On peut écrire :

R̂−R = Q̂Σ̂Q̂−QΣQ

= (Q̂−Q)Σ̂Q̂ + Q(Σ̂− Σ)Q̂ + QΣ(Q̂−Q)

On connâıt déjà la loi asymptotique de
√

p(Σ̂−Σ), qu’on a noté Z. Reste à déterminer
la loi asymptotique de

√
p(Q̂ − Q). Comme Q est une fonction de Σ, on va pouvoir

déterminer cette loi grâce à la delta méthode.
Précisément, notons g(·) l’application qui à une matrice carré A fait correspondre
g(A) := ddiag(A)−1/2 :

g(A) =




1/
√

A11 0
. . .

0 1/
√

Ann




Avec cette fonction, on a :
√

p(Q̂−Q) =
√

p(g(Σ̂)− g(Σ))

La delta méthode nous dit alors que :

√
p(Q̂−Q) =

√
p(g(Σ̂)− g(Σ)) loi−−−→

p→∞
U

où U est une matrice de variable aléatoire gaussienne, dont les colonnes sont notées
[U1, . . . , Un] et qui a pour moments :

E[Uij ] = 0, ∀ i, j = 1, . . . , n

E[UiU
′
j ] = Jacgi(Σ)E[ZiZ

′
j ]Jac′gj

(Σ)

avec gi la i-ème colonne de la matrice g et Jacgi la jacobienne de gi.
Calculons la jacobienne de gi. On a :

g(A) =




1√
A11

0
. . .

0 1√
Ann




gi(A) =




0
...
0
1√
Aii

0
...
0




∈ Rn

Jacgi(A) =




0 · · · 0
... − 1

2A
−3/2
ii

...
0 · · · 0




On trouve donc au final :

E[UikUj`] =

{ E[ZiiZjj ]

4Σ
3/2
ii Σ

3/2
jj

si k = i et ` = j

0 sinon
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Comme E[ZiiZjj ] = 2Σij , on a :

E[UikUj`] =

{
Σ2

ij

2Σ
3/2
ii Σ

3/2
jj

si k = i et ` = j

0 sinon

Comme Q̂ et Σ̂ sont des estimateurs convergents de Q et Σ, la loi asymptotique de la
matrice de corrélation est donnée par le théorème de Slutsky :

√
p(R̂−R) loi−−−→

p→∞
UΣQ + QZQ + QΣU

loi= QZQ + 2QΣU

Pour caractériser complètement la loi de R̂, on a besoin de déterminer la covariance
asymptotique entre Z et U . Pour cela, on a besoin de trouver la loi limite π telle que :

√
p

((
Σ̂

g(Σ̂)

)
−

(
Σ

g(Σ)

))
loi−−−→

p→∞
π

Notons h l’application qui à Σ fait correspondre h(Σ) := (Σ, g(Σ))′ et hi ∈ R2n la
ième colonne de h. La jacobienne de hi vaut :

Jachi(A) =
(

In

Jacgi(Σ)

)
∈M(2n, n)

La delta méthode nous permet d’affirmer :

√
p(h(Σ̂)− h(Σ)) loi−−−→

p→∞
π

avec π une matrice de gaussiennes centrées, dont on note [π1, . . . , πn] les colonnes et
dont les moments sont :

E[πiπ
′
j ] = Jachi(Σ)E[ZiZ

′
j ]Jac′hj

(Σ)

=
(

E[ZiZ
′
j ] E[ZiZ

′
j ]Jac′gj

(Σ)
Jacgi(Σ)E[ZiZ

′
j ] Jacgi(Σ)E[ZiZ

′
j ]Jac′gj

(Σ)

)

On en déduit la covariance asymptotique entre Z et U :

E[UiZ
′
j ] = Jacgi(Σ)E[ZiZ

′
j ]

E[ZiU
′
j ] = E[ZiZ

′
j ]Jac′gj

(Σ)

= (ΣiΣ′j + ΣijΣ)Jac′gj
(Σ)

= −Σ−3/2
jj Σij [0, . . . , 0, Σj , 0, . . . , 0] ∈M(n, n)

Ce qui caractérise complètement le loi asymptotique de R̂.
Notons ν cette loi : √

p(R̂−R) loi−−−→
p→∞

ν

ν
loi= QZQ + 2QΣU

ν est une matrice de variables aléatoires gaussiennes centrées, dont les moments (com-
pliqués) se calculent.
Vérifions d’abord que la diagonale est conservée :

QZQ =

(
Zij√

Σii

√
Σjj

)

i,j
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ΣU = [ΣU1, . . . , ΣUn] ∈M+
S (n, n)

Var(νii) =
2Σ2

ii

Σ2
ii

+
4

Σii
Var

(
n∑

k=1

ΣikUki

)

︸ ︷︷ ︸
= ΣiiUii p.s.

+2Cov
(

Zii

Σii
,

2√
Σii

ΣiiUii

)

= 2 + 2− 4 = 0

Donc pour tout i = 1, . . . , n, on a bien Rii = R̂ii = 1 presque sûrement quand p →∞.
Pour i 6= j, on a :

Var(νij) =
ΣiiΣjj + Σ2

ij

ΣiiΣjj
+

4
Σii
Var

(
n∑

k=1

ΣikUkj

)

︸ ︷︷ ︸
= 0 p.s.

+2Cov

(
Zij

Σij
,

2√
Σii

n∑

k=1

ΣikUkj

)

=
ΣiiΣjj + Σ2

ij

ΣiiΣjj

Cov(νii, νjj) = Cov
(

Zii

Σii
,
Zjj

Σjj

)

+Cov

(
2√
Σii

n∑

k=1

ΣikUki,
2√
Σjj

n∑

k=1

ΣjkUkj

)

+Cov

(
Zii

Σii
,

2√
Σjj

n∑

k=1

ΣjkUkj

)

+Cov

(
Zjj

Σjj
,

2√
Σii

n∑

k=1

ΣikUki

)

= 2 +
4√

Σii

√
Σjj

Cov (ΣiiUii, ΣjjUjj)

+
2

Σii

√
Σjj

Cov (Zii, ΣjjUjj) +
2

Σjj

√
Σii

Cov (Zjj , ΣiiUii)

= 2
Σ2

ij

ΣiiΣjj
+

2Σ2
ij

ΣiiΣjj
− 2

√
Σjj

Σii
Σ−3/2

jj Σ2
ij −

2
√

Σii

Σjj
Σ−3/2

ii Σ2
ij

= 4
Σ2

ij

ΣiiΣjj
− 4

Σ2
ij

ΣiiΣjj

= 0
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Pour i 6= j et k 6= ` on a :

Cov(νij , νk`) = Cov

(
Zij√

Σii

√
Σjj

,
Zk`√

Σkk

√
Σ``

)

+Cov

(
2√
Σii

n∑
s=1

ΣisUsj ,
2√
Σkk

n∑
s=1

ΣksUs`

)

+Cov

(
Zij

Σij
,

2√
Σkk

n∑
s=1

ΣksUs`

)

+Cov

(
Zk`

Σk`
,

2√
Σii

n∑
s=1

ΣisUsj

)

= Cov

(
Zij√

Σii

√
Σjj

,
Zk`√

Σkk

√
Σ``

)

=
ΣikΣj` + Σi`Σjk√
Σii

√
Σjj

√
Σkk

√
Σ``

Enfin, pour k 6= `, on a :

Cov(νii, νk`) = Cov
(

Zii

Σii
,

Zk`√
Σkk

√
Σ``

)

+Cov

(
Zk`√

Σkk

√
Σ``

,
2√
Σii

n∑
s=1

ΣisUsi

)

= 2
ΣikΣi`

Σii

√
Σkk

√
Σ``

+
2
√

Σii√
Σkk

√
Σ``

Cov(Zk`, Uii)

Or

Cov(Zk`, Uii) =
{

0 si i 6= `

−Σ−3/2
ii Σ`iΣk` si i = `

On en déduit que pour k 6= ` :

Cov(νii, νk`) =
{

0 si i = `

2 ΣikΣi`

Σii

√
Σkk

√
Σ``

sinon

Remarquons que la propriété de symétrie est conservée. En effet, pour i 6= j, on a :

Corr(νij , νji) =
Cov(νij , νji)√

Var(νij)
√
Var(νji)

=
ΣijΣji+ΣiiΣjj

ΣiiΣjj

ΣiiΣjj+Σ2
ij

ΣiiΣjj

= 1

Nous allons maintenant calculer la loi des valeurs propres et des vecteurs propres de
R̂.
On trouve dans [Murihead (1982)] un théorème qui donne de manière abstraite la loi
à distance finie des valeurs propres d’une matrice symétrique que nous citons :

Théorème B.1 (Murihead 82)
Soit A ∈ M+

S (n, n) une matrice symétrique définie positive de densité f(A). Soit
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l1 > . . . > ln > 0 les valeurs propres de A rangées par ordre décroissant. Alors la
densité jointe du vecteur (l1, . . . , ln) est donnée par :

πn2/2

Γn( 1
2n)

n∏

i<j

∫

O(n)

f(HLH ′)(dH)

avec L := diag(l1, . . . , ln), O(n) l’ensemble des matrices orthonormales de taille n et
où Γn(·) représente la fonction gamma multivariée définie par :

Γn(a) :=
∫

A∈M+
S (n,n)

exp(tr(−A)) det Aa−(n−1)/2(dA)

sur l’ensemble re(a) > 1
2 (n− 1).

Dans le cas où la matrice A suit une loi de Wishart, l’intégrale admet une représentation
en série entière comme polynôme zonal31 et on sait caractériser explicitement la loi à
distance finie. Dans le cas d’une matrice de corrélation, c’est beaucoup plus difficile
parce que R ne suit pas une loi de Wishart en raison de la contrainte sur la trace. Il
faut donc adopter une approche asymptotique.

Pour commencer, on diagonalise R̂ et R, qui sont symétriques, dans une base ortho-
normale :

R̂ =: P̂ Λ̂P̂ ′ R =: PΛP ′

On note L :=
√

p(P̂ − P ) et D :=
√

p(Λ̂− Λ).
Notons également T := P ′R̂P . Comme T est symétrique, on peut toujours trouver
une unique matrice orthonormale Y telle que

T =: Y Λ̂Y ′ (16)

Notons G :=
√

p(T −Λ) et W :=
√

p(Y − I). Avec ces notations, on peut réécrire (16)
sous la forme :

Λ +
1√
p
G =

(
I +

1√
p
W

)(
Λ +

1√
p
L

) (
I +

1√
p
W

)′

En réécrivant cette équation, on a :

G = WΛ + D + ΛW ′ +
1√
p
(WD + WΛW ′ + DW ′) +

1
p
WDW ′ (17)

D’autre part, on déduit de l’égalité Y Y ′ = I que :

0 = W + W ′ +
1√
p
WW ′ (18)

Si on néglige les termes en 1/
√

p et en 1/p dans les équations (17) et (18), on a le
système32 :

G = WΛ + D + ΛW ′ (19)

0 = W + W ′ (20)

En remplaçant (20) dans (19), on a :

Dii = Gii,∀ i = 1, . . . , n

31Zonal polynomials en anglais, cf. [Murihead (1982)] chapitre 7.
32Cette approche heuristique peut être justifiée formellement, cf. [Anderson (1984)] section 13.5.
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Wij =
Gij

Λjj − Λii
=

Gij

λj − λi
,∀ i 6= j

Or
G =

√
p(T − Λ) =

√
p(P ′R̂P − P ′RP ) loi−−−→

p→∞
P ′νP

On a donc asymptotiquement

Dii
loi= Gii,∀ i = 1, . . . , n (21)

Wij
loi=

Gij

λj − λi
, ∀ i 6= j (22)

Notons ν̃ := P ′νP . On déduit de (21) la loi asymptotique de D =
√

p(Λ̂ − Λ). Pour
la loi asymptotique des vecteurs propres, par le théorème de Slutsky et en utilisant le
fait que Y = P ′P̂ , on a asymptotiquement :

L =
√

p(P̂ − P ) loi= P
√

p(Y − I) = PW

Calculons explicitement la loi des valeurs propres. On a :

ν̃ij =
n∑

k=1

n∑

`=1

P ′ikνk`P`j

Cov (νk`, νsu) =
ΣksΣ`u + ΣkuΣs`√
Σkk

√
Σ``

√
Σss

√
Σuu

11{k 6=`,s 6=u}

+2
ΣksΣku

ΣkkΣsu
11{k=`,s 6=u}

+2
ΣskΣs`

ΣssΣk`
11{k 6=`,s=u}

Cov(ν̃ii, ν̃jj) =
n∑

k=1

n∑

`=1

n∑
s=1

n∑
u=1

Cov
(
P ′ikνk`P`i, P

′
jsνsuPuj

)

=
n∑

k=1

n∑

`=1

n∑
s=1

n∑
u=1

P ′ikP ′jsCov (νk`, νsu)P`iPuj

=
n∑

k=1

n∑

`=1

n∑
s=1

n∑
u=1

PkiP`iCov (νk`, νsu) PsjPuj

B.4 Evaluation dans les modèles à sauts multivariés

Dans cette section, nous ajoutons quelques précisions sur l’évaluation d’options multi
sous-jacents avec le modèle à sauts (14), que nous rappelons ici :





Si
t = Si

0 exp
(
γit + σiW

i
t +

∑Nt

j=1 Y i
j

)

Nt ∼ P(λt)
〈W i, W j〉t = ρijt

(Y 1
j , . . . , Y n

j )′j
iid∼ N (µ,C)
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Considérons le problème d’évaluation du produit de payoff X = h(S1
T , . . . , Sn

T ) sous
une probabilité risque-neutre Q. En notant τ := T − t, on peut écrire :

πt(X) = e−rτEQ[h(S1
T , . . . , Sn

T )|Ft]

= e−rτ
∞∑

k=0

Q(Nτ = k)EQ
[
h

(
. . . , Si

te
γiτ+σiW

i
τ+
Pk

j=1 Y i
j , . . .

) ∣∣∣Ft

]
(23)

= e−rτ
∞∑

k=0

e−λτ (λτ)k

k!
EQ

[
h(. . . , Si

te
(γi−r+

σ̃2
i
2 )τ+kmie(r− σ̃2

i
2 )τ+σ̃i

√
τUi , . . .)

∣∣∣Ft

]

avec σ̃2
i := σ2

i + kCii

τ et (Ui)i un vecteur de gaussien centré réduit de corrélation :

Corr(Ui, Uj) = Cov(Ui, Uj) =
σiσjρij + nCij

τ

σ̃iσ̃j
, i 6= j

Il faut remarquer que l’espérance dans (23) est simplement un prix de Black Scholes
et donc se calcule très simplement par formule fermée dans le cas où h(·) est le payoff
d’un call vanille.
Plus généralement, si on sait évaluer le produit h(·) dans un modèle de Black Scholes
multivarié, on sait aussi l’évaluer dans notre modèle à sauts multivarié, pourvu qu’on
somme sur un nombre suffisant de termes.

C L’approche Hobson, Laurence et Wang

Les auteurs généralisent la problématique développée par [D’Aspremont El Ghaoui (2002)]
et [Laurence Wang (2003a), Laurence Wang (2003b)]. Ils proposent de déterminer une
borne supérieure pour le prix π(X,Q,H) d’une option sur panier où H est un ensemble
d’instruments benchmarks. L’information de marché prise en compte pour résoudre le
problème ne se résume pas à un seul prix de call sur chaque actif mais à une infi-
nité de calls de maturité M sur chaque sous-jacent du panier pour un continuum de
strikes. L’information de marché est ici bien plus riche, néanmoins ce cas semble être
quelque peu excessif. En pratique, nous disposons plutôt d’un nombre fini de calls sur
chaque sous-jacents. Ce cas plus réaliste est étudié dans un deuxième temps par les
auteurs et reste basé sur l’étude qu’ils ont mené en prenant une infinité d’instruments
benchmarks.

C.1 Continuum de strikes

Dans un premier temps, on suppose que l’on dispose d’un continuum d’instruments
benchmarks sur chaque sous jacent. On note l’ensemble :

Λ =
{

(λ1, . . . , λN ) ∈ RN : ∀i λi ≥ 0 et
N∑

i=1

λi = 1
}

Par inégalité de convexité, on peut remarquer que pour tout N -uplet (λ1, . . . , λN ) ∈ Λ
le payoff est borné par :

( ∑

i

ωiX
(i)
M −K

)+

≤
∑

i

ωi

(
X

(i)
M − λiK

ωi

)+

On borne donc le payoff d’une option basket par la moyenne pondéré de payoffs de calls
de strikes λiK/ωi. Ainsi, par un raisonnement de non arbitrage, on peut en déduire
une relation entre le prix de l’option basket et les prix de calls :
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π(K) ≤
∑

i

ωiH
(i)

(
λiK

ωi

)
(24)

Par ailleurs, la relation est valable pour tout N -uplet (λ1, . . . , λN ) ∈ Λ, par passage à
l’infimum dans (24), nous obtenons alors :

π(K) ≤ inf
λ∈Λ

∑

i

ωiH
(i)

(
λiK

ωi

)

En remarquant que l’ensemble Λ est compact et que le membre de droite est une
fonction continue du strike, il existe λ∗ ∈ Λ tel que :

π̄(K) =
∑

i

ωiH
(i)

(
λ∗i K
ωi

)

De fait, on met ici en évidence une stratégie de surréplication contenant N titres et
consistant à acheter pour le sous jacent i, ωi call de strike λ∗i K/ωi. π̄(K) est la plus
petite borne supérieure du prix, indépendante du modèle choisi pour évaluer l’option
sur panier.

caractérisation des λi

Pour trouver les λi, il faut résoudre le problème de minimisation sous contraintes :




inf
λ∈Λ

∑

i

ωiH
(i)

(
λiK

ωi

)

s.c.
N∑

i=1

λi = 1
(25)

On peut écrire le Lagrangien associé au problème :

L(λ, φ) =
∑

i

ωiH
(i)

(
λiK

ωi

)
+ φ

( ∑

i

λi − 1
)

(26)

Si l’on considère, dans un premier temps, que H(i) est positive et que ∂H(i)/∂k est
continue et strictement croissante, on peut exprimer sous forme simple le résultat du
problème de minimisation. Pour φ fixé, on a :

K
∂H(i)

∂k

∣∣∣∣
λi(φ) K/ωi

= −φ

Par ailleurs l’écriture du prix de l’option comme espérance conditionnelle sous pro-
babilité risque neutre du payoff terminal permet d’écrire la relation entre le prix de
l’option et la fonction de survie du payoff : ∂H(i)/∂k = −β P

(
X

(i)
M > k

)
, avec β un

facteur d’actualisation. On rappelle ce résultat en toute généralité dans l’annexe B.2.
De là on peut écrire :

P
(

X
(i)
M >

λi K

ωi

)
=

φ

βK
⇐⇒ λi(φ) =

ωi

K
(G(i))−1

(
1− φ

βK

)

Si l’on note H(φ) =
∑

i λi(φ), on peut alors choisir le multiplicateur de Lagrange φ∗

tel que H(φ∗) = 0. On a alors déterminé l’expression de λ∗ solution du problème (25) :

P
(

X
(i)
M >

λ∗i K

ωi

)
= G(i)

(
λ∗i K
ωi

)
= 1− φ∗

βK
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On peut maintenant élargir le cas étudié précédemment en considérant que ∂H(i)/∂k
peut ne pas être continue ou strictement croissante. Dans ce cas pour φ fixé, la relation
(26) est modifiée et le problème de minimisation (25) implique que :

K

∣∣∣∣
∂H(i)

∂k

∣∣∣∣
(λi(φ)K/ωi)+

≤ φ ≤ K

∣∣∣∣
∂H(i)

∂k

∣∣∣∣
λi(φ)K/ωi)−

et donc

P
(

X
(i)
M <

λ∗i K

ωi

)
≤ 1− φ

βK
≤ P

(
X

(i)
M ≤ λ∗i K

ωi

)

Si l’on note λ−i et λ+
i définis par :





λ−i (φ) =
ωi

K
(G(i))−1

(
1− φ

βK

)

λ+
i (φ) =

ωi

K
(G(i))−1

((
1− φ

βK

)+) (27)

Dans ce cas pour φ fixé si on choisit λi dans l’intervalle [λi(φ)−, λi(φ)+], on at-
teint un minimum de L. On souhaite alors déterminer φ∗ assurant que la contrainte∑

i λi = 1 est satisfaite. Pour cela, si on définit H−(φ) =
∑

i λ−i (φ) − 1 (resp.
H+(φ) =

∑
i λ+

i (φ) − 1) il suffit de prendre φ∗ = inf{φ : H−(φ) ≤ 0}. On a alors
H−(φ∗) ≤ 0 ≤ H+(φ∗) et on peut trouver λ∗i tel que

∑
i λ∗i = 1 et qui minimise L

avec λ−i (φ∗) ≤ λ∗i ≤ λ−i (φ∗).

C.2 Nombre fini de strikes

L’approche précédente correspond au cas idéal où pour chaque sous jacent i le call
de strike λ∗i K/ωi est échangé sur le marché. C’est rarement, voire jamais, le cas en
pratique. Il convient donc de s’intéresser au cas où l’on ne dispose pas pour chaque
call d’un continuum de strikes mais d’un nombre fini de strikes. Nous allons voir ici
comment “palier” à ce manque d’information de marché pour pouvoir déterminer un
majorant du prix de l’option basket et une stratégie de surréplication de l’option.

Nous disposons donc ici d’un nombre fini (J (i)) de calls sur chaque sous jacent i

(i ∈ {1 . . . N}) de strikes k
(i)
j (j ∈ {1 . . . J (i)}) échangés sur le marché. Les au-

teurs proposent alors de prolonger H(i)(K) définie uniquement aux points k
(i)
j pour

j ∈ {1 . . . J (i)} en H̄K définie par interpolation linéaire entre les points où H est
définie. H̄ est alors la plus grande fonction convexe décroissante compatible avec les
prix de calls observés.

On considère alors deux cas pour déterminer un majorant du prix de l’option bas-
ket en fonction de l’information de marché disponible. Nous avons vu précédemment
dans le cas où l’on dispose pour chaque sous jacent d’un continuum de strikes que
la borne supérieure se détermine en choisissant pour chaque sous jacent i le call de
strike λ∗i K/ωi. Le problème ici est que l’on ne dispose que d’un nombre fini de calls.
Il se peut que l’on ne dispose pas pour le sous jacent i du call de strike λ∗i K/ωi. On
distingue alors deux cas :

• Si l’on dispose pout chaque sous jacent du call de strike λ∗i K/ωi , la stratégie
de surréplication précédente peut à nouveau être mise en œuvre. On note k

(i)
j(i)

le strike échangé sur le marché tel que k
(i)
j(i) = λ∗i K/ωi. La borne supérieure vaut

alors :
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∑

i

ωiHi

(
k

(i)
j(i)

)
(28)

• Si on ne dispose pour tous les sous jacents du call de strike λ∗i K/ωi, on note
I le sous ensemble d’indices de {1 . . . N} tel que si j ∈ I alors le call de strike
λ∗jK/ωj est échangé. On note Ic son complémentaire (non vide) dans {1 . . . N}
ainsi que j(i) l’indice tel que λ+

i (φ∗) = ωik
(i)
j(i)/K (resp. λ−i (φ∗) = ωik

(i)
j(i)−1/K).

On note alors :

θ∗i =
λ∗i − λ−i (φ∗)

λ+
i (φ∗)− λ−i (φ∗)

=
Kλ∗i /ωi − k

(i)
j(i)−1

k
(i)
j(i) − k

(i)
j(i)−1

La borne supérieure s’écrit alors, si
∑

i ωik
(i)

J(i) > K :
∑

i∈I

ωiH
(i)

(
k

(i)
j(i)

)
+

∑

i∈Ic

ωi

{
(1− θ∗i )H(i)

(
k

(i)
j(i)−1

)
+ θ∗i H(i)

(
k

(i)
j(i)

)}
(29)

Si
∑

i ωik
(i)

J(i) ≤ K la borne est donnée par l’équation (28).

D Une méthode pour stresser une matrice de corrélation

Pour mettre en œuvre la méthode de la section 6, il faut déterminer une matrice de
stress sur les corrélations. [RiskMetrics (1997)] a développé une technique de stress,
dont nous exposons le principe dans cette annexe.
Au départ, on a la matrice de corrélation R0 issu de la matrice de covariance Σ0 :

R0 := ddiag(Σ0)−1/2 Σ0 ddiag(Σ0)−1/2

On définit un sous-ensemble I ⊂ {1, . . . , n} de cardinal m et, pour un nombre θ ∈ [0, 1],
la matrice A de terme général

Aij :=





1− θ + θ
m si i = j et i ∈ I

1 si i = j et i /∈ I
θ
m si i 6= j et i ∈ I et j ∈ I
0 sinon

On montre ensuite que la matrice

C := AR0A
′

est nécessairement définie positive si R0 l’est et on peut poser

R1 = diag((
√

C11, . . . ,
√

Cnn)′)−1 C diag((
√

C11, . . . ,
√

Cnn)′)−1

Avec cette méthode, on choisit le paramètre θ en fonction du résultat qu’on veut
obtenir, i.e. on cherche le θ qui soit tel que la matrice de corrélation stressée R1 ait la
forme qu’on veut.
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[Stulz (1982)] René M. Stulz, “Options on the Minimum or the Maximum of two
Risky Assets.” Journal of Financial Economics, Vol. 10, (Feb., 1982), 161-187.

[Wilmott (2000)] Paul Wilmott, Paul Wilmott on Quantitative Finance, John
Wiley & Sons, Chichester, UK (2000).


