
Cours de Finance

Bêtas (définitions, décomposition du risque), droite 
caractéristique (estimation des bêtas)
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S&P500 vs high beta stocks 𝜷𝒊 = Cov 𝒓𝒊, 𝒓𝑷𝐕𝐚𝐫 𝒓𝑷𝜷𝒊 = 𝜌௜௉ 𝜎௜𝜎௉

Bêta et risque de marché

 Objectifs pédagogiques de la séance
 Connaître les définitions et les principaux 

résultats
 Savoir les appliquer pour les exercices à venir
 Développer les intuitions économiques 
 Démonstrations et éléments mathématiques à voir 

ensuite, sous forme de travail personnel. 
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Bêta et risque
 Notion de Bêta

 Intuition
 Décomposition du risque total d’un titre en risque de marché et 

risque idiosyncratique
 Relation avec le coefficient de corrélation linéaire
 Bêtas d’un actif sans risque, du portefeuille de référence, d’un 

portefeuille de deux titres

 Droite « caractéristique » d’un titre
 Calcul des bêtas à partir d’historiques de cours
 Bêtas calculés de manière glissante (rolling regressions)

 Dynamique des bêtas
 Retour à la moyenne ?
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Rappels : loi conditionnelle, espérance 
conditionnelle
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Rappel : cours de probabilité niveau L (Jean-Pierre Lecoutre)

 https://univ-scholarvox-com.ezpaarse.univ-paris1.fr/book/88941530#

 Disponible également sur Kindle
 Manuel de TD avec corrigés disponible
 https://univ-scholarvox-com.ezpaarse.univ-

paris1.fr/catalog/book/docid/88826941?searchterm=Lecoutre,%20Jean-Pierre
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Rappel : cours de probabilité niveau L (Jean-Pierre 
Lecoutre)

 À voir : les treize pages ci-dessous, qui traitent du cas bivarié
 En priorité (si besoin), les trois pages associées aux sections 1.1 à 1.4 

qui traitent du cas discret (le plus simple)
 Cela suppose que les notions antérieures sur le cas univarié aient été 

assimilées
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Rappel : cours de probabilité niveau L (Jean-Pierre 
Lecoutre)

 Loi d’un couple de v.a. discrètes, loi marginale
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Rappel : cours de probabilité niveau L (Lecoutre)

 Loi conditionnelle de 𝑋 sachant 𝑌 : cas discret

 Dans cette présentation, il y a en fait autant de lois de 
probabilité conditionnelles que de valeurs 𝑦௝

 On peut de même définir les lois de 𝑌 sachant 𝑋
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Rappel : cours de probabilité niveau L (Lecoutre)

 Espérance conditionnelle (cas discret)

 L’espérance conditionnelle (sachant 𝑋ሻ d’une v.a. 𝑌 est 
l’espérance de 𝑌 pour « la » loi conditionnelle de 𝑌 sachant 𝑋

 Dans le cas qui nous intéresse 𝑋,𝑌 sont deux rentabilités
 𝐸 𝑌|𝑋 = 𝑥௜ = 𝑎 ൅ 𝛽௒|௑𝑥௜ : Relation affine
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Rappel : cours de probabilité niveau L (Lecoutre)

 Si 𝐸 𝑌|𝑋 = 𝑥௜ = 𝑎 ൅ 𝛽௒|௑𝑥௜, on peut définir 𝐸 𝑌|𝑋 comme 𝑎 ൅ 𝛽௒|௑𝑋
 Ci-dessous, on montre que 𝐸 𝐸 𝑌|𝑋 = 𝐸 𝑌

 « L’espérance de l’espérance conditionnelle est l’espérance »
 Dans notre cas (linéaire),𝐸 𝑌 = 𝐸 𝑎 ൅ 𝛽௒|௑𝑋 = 𝑎 ൅ 𝛽௒|௑𝐸 𝑋
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Exercices de probabilité niveau L (Jean-Pierre 
Lecoutre)

 k
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Exercices de probabilité niveau L (Jean-Pierre 
Lecoutre)
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Bêtas et formation des analystes financiers
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Bêta : le coin des « apprentis praticiens »
 https://www.youtube.com/watch?v=7nxKY_3eSvA
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Lien avec le monde professionnel ?

 CFA Level I. Reading 9. Module 9 2 Conditional 
Expectations, Correlation
 Remarque : ici, on conditionne par rapport à des états du monde des 

affaires (scénarios) et pas par le niveau de rentabilité d’un indice
 https://www.youtube.com/watch?v=jrNVQYzyJps
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Lien avec le monde professionnel ?

 Application de la propriété 𝐸 𝑌 = 𝐸 𝐸 𝑌|𝑋 pour candidats 
analystes financiers (CFA level 1)
 Remarque : Le conditionnement par rapport au niveau de rentabilité 

d’un indice est traité dans la partie « régression linéaire et Bêtas)
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Lien avec le monde professionnel ?

 Question CFA level 1
 https://analystprep.com/cfa-level-1-exam/quantitative-

methods/conditional-expectations-investments/
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Lien avec le monde professionnel ?

 Programme CFA level 2, partie méthodes quantitatives
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Lien avec le monde professionnel ?

 Programme CFA level 2, partie méthodes quantitatives
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Lien avec le monde professionnel ?

 Programme CFA level 2, partie méthodes quantitatives
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Lien avec le monde professionnel ?

 Programme CFA level 2, partie méthodes quantitatives
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Lien avec le monde professionnel ?
 Programme CFA level 2, partie méthodes quantitatives

 + partie « big data » (learning module 7)
26

27 28



Le concept de Bêta d’un titre
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La notion de Bêta

 𝑟௜ : rentabilité (aléatoire) d’un titre 𝑖 (ou d’un portefeuille 
de titres)

 𝑟௉ : rentabilité d’un portefeuille de titres 𝑃 (ou d’un indice 
boursier évoluant comme un portefeuille de titres)

 Pour simplifier l’exposé, on va supposer que l’on 
considère des rentabilités 𝒓𝒊 et 𝒓𝒑 centrées

 C’est-à-dire que l’on va considérer par la suite 𝑟௜ − 𝐸 𝑟௜
et 𝑟௉ − 𝐸 𝑟௉
 On remarque que 𝐸 𝑟௜ − 𝐸 𝑟௜ = 𝐸 𝑟௜ − 𝐸 𝑟௜ = 0
 D’où le terme « centré »
 Par abus de langage, on continue à noter 𝑟௜ et 𝑟௣ les rentabilités 

centrées
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La notion de Bêta

 Bêta du titre 𝑖 : 
 Noté 𝛽௜
 Nombre qui indique de combien, en moyenne, la rentabilité du 

titre 𝑖 augmente quand la rentabilité du portefeuille augmente :
 Si le Bêta du titre 𝑖 est égal à 2 et si la rentabilité du 

portefeuille 𝑃 augmente de 1%, la rentabilité du titre 𝑖
augmente en moyenne de 𝟐 × 1% = 2%

 Si le Bêta du titre i est égal à 0,8, rentabilité du titre 𝑖
augmente en moyenne de 𝟎,𝟖 × 1% = 0,8%

 En toute rigueur, on aurait dû indiquer qu’il s’agit du Bêta 
du titre 𝑖 par rapport au portefeuille 𝑃
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La notion de bêta (suite)

 Le concept de bêta implique une proportionnalité de la 
relation (en moyenne) entre les rentabilités
 Exemple : Bêta du titre 𝑖 égal à 2
 Si la rentabilité du portefeuille 𝑃 augmente de 1%, la 

rentabilité du titre 𝑖 augmente en moyenne de 𝟐 × 1% =2%
 Si la rentabilité du portefeuille 𝑃 augmente de 5%, la 

rentabilité du titre 𝑖 augmente en moyenne de 𝟐 × 5% =10%
 Si la rentabilité du portefeuille 𝑃 diminue de 1%, la 

rentabilité du titre 𝑖 diminue en moyenne de 𝟐 × 1% = 2%
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La notion de bêta (suite)
 Comment expliciter les concepts de « en moyenne » et de 

proportionnalité ? 𝒓𝒊 = 𝜷𝒊 × 𝒓𝑷 + 𝜺𝒊
 Proportionnalité liée au terme 𝛽௜ × 𝑟௉

 Si on laisse de côté le terme 𝜀௜ qui sera nul en moyenne, 𝑟௜ =𝛽௜ × 𝑟௉ (fonction linéaire de 𝑟௉) 
 Et non pas, par exemple, 𝑟௜ = 𝛽௜ × 1 + 𝑟௉ ଵଶ − 1

 La rentabilité 𝑟௜ augmente en moyenne de 𝛽௜ × 𝑟௉, si « en 
moyenne » 𝜀௜ est égal à zéro : 
 𝐸 𝜀௜ = 0, où 𝐸 𝜀௜ est l’espérance de la variable aléatoire 𝜀௜

(parfois appelée « bruit »), est nulle.
 Il faut que pour un niveau quelconque de 𝒓𝑷, 𝑟௜ augmente en 

moyenne de 𝛽௜𝑟௉
 Donc, l’espérance (moyenne) de 𝜀௜ doit être nulle pour tout 𝒓𝑷
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La notion de bêta (suite)

 L’espérance (moyenne) de 𝜀௜ doit être nulle pour tout 𝒓𝑷
 Cela fait appel à la notion de moyenne (ou espérance) 

conditionnelle de 𝜀௜ « étant donné » (« sachant » par abus de 
langage) 𝑟௉

 𝐸 𝜀௜|𝑟௉  : moyenne conditionnelle
 voir rappels de probabilités (transparents suivants)

 La condition s’écrit alors 𝐸 𝜀௜|𝑟௉ = 0
 On peut démontrer que cela implique que la covariance 

entre 𝜀௜ et 𝑟௉ est nulle : Cov 𝜀௜ , 𝑟௉ = 0
 Et  que le coefficient de corrélation linéaire entre 𝜀௜ et 𝑟௉

est nul car 𝜌௜௉ = େ୭୴ ఌ೔,௥ುఙ ఌ೔ ×ఙ ௥ು = 0
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La notion de bêta (suite)

 Décomposition des rentabilités 𝒓𝒊 = 𝜷𝒊 × 𝒓𝑷 + 𝜺𝒊
 Remarque : si les variables aléatoires 𝑟௉ et 𝜀௜ sont 

indépendantes, alors la condition 𝐸 𝜀௜|𝑟௉ = 0 est vérifiée
 Mais la réciproque n’est pas vraie

 Repartons de la condition  Cov 𝜀௜ , 𝑟௉ = 0
 Cov 𝜀௜ , 𝑟௉ = Cov 𝑟௜ − 𝛽௜𝑟௉, 𝑟௉ = Cov 𝑟௜ , 𝑟௉ −𝛽௜Cov 𝑟௉, 𝑟௉ = Cov 𝑟௜ , 𝑟௉ − 𝛽௜Var 𝑟௉ = 0

 𝜷𝒊 = େ୭୴ 𝒓𝒊,𝒓𝑷𝐕𝐚𝐫 𝒓𝑷
 𝜷𝒊 = 𝜌௜௉ ఙ೔ఙು

 Car Cov 𝑟௜ , 𝑟௉ = 𝜌௜௉𝜎௜𝜎௉ et Var 𝑟௉ = 𝜎௉ଶ
35

Deux expressions à connaître du 
Bêta d’un titre

Bêta d’un actif sans risque, du portefeuille de marché 
P, d’un portefeuille de deux titres

 Actif sans risque 𝜷𝒇 = 𝐂𝐨𝐯 𝒓𝒇,𝒓𝑷𝝈𝑷𝟐 = 𝟎
 Portefeuille de marché 𝑃: 𝜷𝑷 = 𝐂𝐨𝐯 𝒓𝑷,𝒓𝑷𝝈𝑷𝟐 = 𝝈𝑷𝟐𝝈𝑷𝟐 = 𝟏
 Bêta d’un portefeuille de titres 
 𝒓 = 𝒙𝟏𝒓𝟏 + 𝟏 − 𝒙𝟏 𝒓𝟐
 𝜷 = 𝐂𝐨𝐯 𝒙𝟏𝒓𝟏ା 𝟏ି𝒙𝟏 𝒓𝟐,𝒓𝑷𝝈𝑷𝟐
 𝜷 = 𝒙𝟏×𝐂𝐨𝐯 𝒓𝟏,𝒓𝑷 ା 𝟏ି𝒙𝟏 𝐂𝐨𝐯 𝒓𝟐,𝒓𝑷𝝈𝑷𝟐
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𝛽 = 𝒙𝟏𝛽ଵ + 1 − 𝒙𝟏 𝛽ଶ
Bêta d’un portefeuille : 
moyenne pondérée des 
bêtas des titres le 
constituant.

Coefficients de 
pondération : fraction 
de la richesse investie 
dans chaque titre



Décomposition du risque total
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Décomposition du risque total

 Décomposition de la rentabilité du titre i

 Décomposition du risque associé au titre i

38

𝑟௜ = 𝐸௜ + 𝛽௜ × 𝑟௉ − 𝐸௉ + 𝜀௜
𝜎௜ଶดrisque total = 𝛽௜ଶ × 𝜎௉ଶrisque du marché P + Var 𝜀௜risque spécifique

Décomposition du risque total

 Décomposition de la rentabilité du titre i

 Décomposition du risque associé au titre i
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𝑟௜ = 𝐸௜ + 𝛽௜ × 𝑟௉ − 𝐸௉ + 𝜀௜
𝜎௜ଶดrisque total = 𝛽௜ଶ × 𝜎௉ଶrisque du marché P + Var 𝜀௜risque spécifique
𝝈𝒊 écart-type de 𝒓𝒊, 𝝈𝑷 écart-type de 𝒓𝑷, 𝜷𝒊 Bêta du titre i

Décomposition du risque total
 Décomposition de la rentabilité du titre i

 Décomposition du risque associé au titre i
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𝑟௜ = 𝐸௜ + 𝛽௜ × 𝑟௉ − 𝐸௉ + 𝜀௜
𝜎௜ଶดrisque total = 𝛽௜ଶ × 𝜎௉ଶrisque du marché ௉ + Var 𝜀௜risque spécifique𝜎௜ écart-type de 𝑅௜, 𝜎௉ écart-type de 𝑟௉ , 𝛽௜ Bêta du titre 𝑖 (par rapport au marché 𝑃)

Lien entre 𝜷𝒊 et coefficient de corrélation linéaire : 𝜷𝒊 = 𝝆𝒊𝑷×𝝈𝒊𝝈𝑷



Décomposition du risque total

 Décomposition de la rentabilité et du risque du titre i

 Décomposition du risque associé au titre i
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𝑟௜ = 𝐸௜ + 𝛽௜ × 𝑟௉ − 𝐸௉ + 𝜀௜
𝜎௜ଶดrisque total = 𝛽௜ଶ × 𝜎௉ଶrisque du marché ௉ + Var 𝜀௜risque spécifique

Risque spécifique 𝜺𝒊 non corrélé au risque du portefeuille 𝑷

Décomposition du risque total

 D’où :

 On a utilisé Var 𝑿 + 𝒂 = Var 𝑿 si a est constant.
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𝑟௜ = 𝐸௜ + 𝛽௜ × 𝑟௉ − 𝐸௉ + 𝜀௜
Var 𝑟௜ = Var 𝐸௜ + 𝛽௜ × 𝑟௉ − 𝐸௉ + 𝜀௜ = Var 𝛽௜𝑟௉ + 𝜀௜

Var 𝛽௜𝑟௉ + 𝜀௜ = Var 𝛽௜𝑟௉ୀఉ೔మ×Var ௥ು + 2 Cov 𝛽௜𝑟௉, 𝜀௜ୀఉ೔×Cov ௥ು,ఌ೔ ୀ଴ + Var 𝜀௜
𝜎௜ଶดrisque total = 𝛽௜ଶ × 𝜎௉ଶrisque du marché ௉ + Var 𝜀௜risque spécifique

Décomposition du risque total

 Décomposition du risque total 𝜎௜ଶ : 𝜎௜ଶ = 𝛽௜ଶ𝜎௉ଶ + 𝜎ఌ೔ଶ
 Pourcentage du risque total associé au risque du portefeuille 

de référence 𝑃 : ఉ೔మఙುమఙ೔మ = 𝑅ଶ
 𝑅ଶ : coefficient de détermination linéaire de Pearson
 Montrons que : −1 ≤ 𝜌௜௉ ≤ 1

 Comme 𝜎ఌ೔ଶ ≥ 0, 𝑅ଶ = ఉ೔మఙುమఉ೔మఙುమାఙഄ೔మ ≤ 1
 𝛽௜ = 𝜌௜௉ ఙ೔ఙು et 𝑅ଶ = ఉ೔మఙುమఙ೔మ ⇒ 𝑅ଶ = 𝜌௜௉ ఙ೔ఙು ଶ × ఙುమఙ೔మ = 𝜌௜௉ଶ
 Comme 𝑅ଶ = 𝜌௜௉ଶ ≤ 1, −1 ≤ 𝜌௜௉ ≤ 1
 Ce qu’on voulait démontrer
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Décomposition du risque et trigonométrie

 Soit 𝐸 un espace vectoriel. Un produit scalaire . , . est une 
forme bilinéaire, symétrique positive de 𝐸 × 𝐸 dans ℝ
 ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸, 𝑢, 𝑣 = 𝑣,𝑢 (symétrie)
 ∀𝑝,𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸, ∀𝛼,𝛽 ∈ ℝ 𝛼𝑝 + 𝛽𝑢, 𝑣 = 𝛼 𝑝, 𝑣 + 𝛽 𝑢, 𝑣 (linéarité)
 ∀𝑣 ∈ 𝐸, 𝑣, 𝑣 ≥ 0 et 𝑣, 𝑣 = 0 ⇒ 𝑣 = 0 (positivité)

 On définit alors la norme de 𝑣 ∈ 𝐸 comme 𝑣 = 𝑣, 𝑣 ଵ ଶ⁄
 Considérons le plan formé à partir de deux vecteurs 𝑢, 𝑣
 On peut alors appliquer les concepts de géométrie plane

 Programme spé maths, 1er ci-dessous
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Décomposition du risque et trigonométrie

 Nombreux tutos pour le cours de première
 𝑢, 𝑣 = 𝑢 × 𝑣 × cos 𝑢, 𝑣

 Soit 𝑋,𝑌 deux variables aléatoires. On définit 𝑋,𝑌 = 𝐸 𝑋𝑌
 On peut vérifier qu’il s’agit bien d’un produit scalaire
 On a supposé que l’espérance 𝐸 𝑋𝑌 est bien définie
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Décomposition du risque et trigonométrie

 On prend 𝑢 = 𝑟௜ − 𝐸௜, 𝑣 = 𝑟௣ − 𝐸௣
 𝑢 = 𝐸 𝑟௜ − 𝐸௜ ଶ ଵ ଶ⁄ = 𝜎௜
 𝑣 = 𝐸 𝑟௉ − 𝐸௉ ଶ ଵ ଶ⁄ = 𝜎௉
 𝑢, 𝑣 = 𝐸 𝑟௜ − 𝐸௜ 𝑟௣ − 𝐸௣ = Cov 𝑟௜ , 𝑟௉
 On rappelle que 𝑢, 𝑣 = 𝑢 × 𝑣 × cos 𝑢, 𝑣

 Ce qui donne Cov 𝑟௜ , 𝑟௉ = 𝜎௜ × 𝜎௉ × cos 𝑢, 𝑣
 Et comme 𝜌௜௉ = Cov ௥೔,௥ುఙ೔×ఙು

 𝜌௜௉ = cos 𝑢, 𝑣
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Spécificités des risques spécifiques

Risque spécifique non corrélé au risque du marché 𝑃 :

Les risques spécifiques peuvent-ils être corrélés ?

 Prenons l’exemple de Peugeot et de Renault 
 Du fait des risques spécifiques à l’industrie automobile …
 Ils sont positivement corrélés

 Ne pas confondre avec l’absence de corrélation entre 
risque spécifique et risque du marché 𝑃
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𝒊 ≠ 𝒋, Cov 𝜺𝒊, 𝜺𝒋 = 𝟎 ?
Cov 𝜀௜ , 𝑟௉ = 0
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Régression, corrélation et prévision
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Rappels : Régression, corrélation linéaire, 
espérance conditionnelle

 𝑟௜, 𝑟௉ rentabilités centrées (𝑟௜ − 𝐸௜, 𝑟௉ − 𝐸௉)
 Décomposition des rentabilités : 𝑟௜ = 𝛽௜ × 𝑟௉ + 𝜀௜

 𝜀௜ : risque spécifique

 𝛽௜ = େ୭୴ ௥೔,௥ು୚ୟ୰ ௥ು
 𝛽௜ = 𝜌௜௉ ఙ೔ఙು
 En particulier, si 𝜎௜ = 𝜎௉, 𝛽௜ = 𝜌௜௉

 Lien étroit entre Bêta et coefficient de corrélation linéaire 𝜌௜௉
 𝐸 𝜀௜|𝑟௉ = 0 : espérance conditionnelle nulle
 D’où 𝐸 𝑟௜|𝑟௉ = 𝛽௜ × 𝑟௉

 Meilleure prévision de 𝑟௜ sachant 𝑟௉
50

Deux expressions à connaître du 
Bêta d’un titre

Régression et meilleure prévision

 𝑟௜,௧ = 𝛽௜ × 𝑟௉,௧ + 𝜀௜,௧
 𝜀௜ est l’erreur de prévision de 𝑟௜ connaissant 𝑟௉
 MSE (Mean Square Error) : ଵ் ∑ 𝑃𝑟𝑒𝑑𝑖𝑐𝑡𝑒𝑑௧ − 𝐴𝑐𝑡𝑢𝑎𝑙௧ ଶ௧்ୀଵ
 Predicted : 𝛽௜ × 𝑟௉,௧ ,Actual : 𝑟௜,௧
 𝑃𝑟𝑒𝑑𝑖𝑐𝑡𝑒𝑑௧ − 𝐴𝑐𝑡𝑢𝑎𝑙௧ = 𝜀௜,௧ : erreur de prévision
 MSE = 𝐸 𝜀௜ଶ
 Critère le plus couramment utilisé pour quantifier l’erreur de 

prévision : écart quadratique moyen 

 RMSE (Root Mean Square Error) : 𝐸 𝜀௜ଶ
 Propriété : 𝛽௜ minimise l’erreur de prévision
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 Propriété : 𝛽௜ minimise l’erreur de prévision 𝐸 𝜀௜ଶ
 Démonstration : 𝜀௜ = 𝑟௜ − 𝛽𝑟௉
 𝐸 𝜀௜ଶ = 𝐸 𝑟௜ − 𝛽𝑟௉ ଶ = 𝐸 𝑟௜ଶ − 2𝛽𝑟௜𝑟௉ + 𝛽ଶ𝑟௉ଶ

 On rappelle que 𝑟௜, 𝑟௉ rentabilités centrées (𝑟௜ − 𝐸௜, 𝑟௉ − 𝐸௉)
 Le critère s’écrit 𝐸 𝑟௜ଶ − 2𝛽𝐸 𝑟௜𝑟௉ + 𝛽ଶ𝐸 𝑟௉ଶ
 Polynôme de degré deux en 𝛽
 Le minimum s’obtient en dérivant par rapport à 𝛽
 Ce qui donne −2𝐸 𝑟௜𝑟௉ + 2𝛽𝐸 𝑟௉ଶ = 0

 Soit 𝛽 = େ୭୴ ௥೔,௥ು୚ୟ୰ ௥ು
 Ce qu’on voulait démontrer
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relation) a-t-il été découvert ?
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Comment le concept de corrélation (co-
relation) a-t-il été découvert ?

 Par Francis Galton, puis formalisation par Karl Pearson
 Galton (1890). Kinship and correlation. The North American 

Review.
 Stigler (1989). Francis Galton's account of the invention of 

correlation. Statistical Science.
 Cette découverte est l’aboutissement de plusieurs recherches, 

notamment
 Galton (1886). Regression towards mediocrity in hereditary stature. The 

Journal of the Anthropological Institute of Great Britain and Ireland.
 Galton (1889). Co-relations and their measurement, chiefly from 

anthropometric data. Proceedings of the Royal Society of London.
 Stanton (2001). Galton, Pearson, and the peas: A brief history of linear 

regression for statistics instructors. Journal of Statistics Education.
 Campbell & Kenny (2002). A primer on regression artifacts. Guilford 

Press.
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Régression et corrélation linéaire : la notion 
de Bêta apparait dans un article de Galton

 Galton (1890). Kinship and correlation. The North American Review.

Régression et prévision
 Galton (1886). Regression towards mediocrity in hereditary stature. 

The Journal of the Anthropological Institute of Great Britain and 
Ireland.

 Quelle est la taille des enfants sachant celle des parents ?
 Galton a utilisé un échantillon de 930 fils (adultes) pour lesquels on 

connaissait la taille des parents.
 En ce qui concerne la taille des parents : 1,08 × 𝑡௠ + 𝑡௙ 2⁄ où 𝑡௠, 𝑡௙

taille du père et de la mère et 𝑡௙̅ = 1,08 × 𝑡௠̅
 Galton a considéré des écarts à la moyenne (à la médiane en fait)
 𝛿௣ = 1,08 × 𝑡௠ − 𝑡௠̅ + 𝑡௙ − 𝑡௙̅ 2⁄ , cad à des variables centrées.
 Les parents ont été classés en 9 catégories de taille
 Pour chaque catégorie de taille, Galton a calculé l’écart de taille des 

enfants à la moyenne 𝛿௘ = 𝑡௘ − 𝑡௘̅
 Voir graphique suivant : 𝛿௣ en abscisses, 𝛿௘ en ordonnées
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Régression et prévision

 Taille des parents 𝛿௣ en abscisses, 𝛿௘ des enfants en 
ordonnées
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Régression et prévision

 Ratio des écarts (à la moyenne) de taille entre enfants et 
parents : indépendant de la taille des parents et est égal à ଶଷ

 D’où l’origine du terme « régression vers la moyenne »
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Régression et prévision

 Galton (1886). Regression towards mediocrity in hereditary 
stature. The Journal of the Anthropological Institute of Great 
Britain and Ireland.
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Régression et prévision
 Bulmer (2003). Francis Galton: pioneer of heredity and biometry.
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Régression et prévision

 Régression vers la moyenne
 Des parents très grands ont des enfants qui sont plus grands (que la 

moyenne) mais pas autant que les parents
 Et pour les « petits parents », leurs enfants ne sont pas aussi petits que 

leurs parents

 Que faut-il retenir à ce stade ?
 Pourquoi un ratio inférieur à 1 ?
 Comment expliquer la relation entre la taille des enfants et des parents ?

 Notons 𝑢௣ = 𝛿௣ 𝜎௣⁄ , l’écart de taille des parents, normalisé par 
l’écart-type de leur taille, 𝜎௣ (variable centrée et réduite)
 𝑢௣ est de moyenne nulle et d’écart-type égal à 1.

 De même pour les enfants 𝑢௘ = 𝛿௘ 𝜎௘⁄
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 𝑢௣ = 𝛿௣ 𝜎௣⁄ ,𝑢௘ = 𝛿௘ 𝜎௘⁄ écarts de taille normalisés
 𝑉𝑎𝑟 𝑢௣ = 𝑉𝑎𝑟 𝑢௘ = 1

 Supposons les tailles déterminées par un facteur génétique 𝑔
transmis par les parents et par un aléa, 𝜀 spécifique aux 
parents ou à l’enfant : 𝑢௣ = 𝑔 + 𝜀௣, 𝑢௘ = 𝑔 + 𝜀௘
 Le modèle proposé ici a un but purement illustratif. 

 Meilleure prévision de 𝑢௘ sachant 𝑢௣ ?

 𝛽 qui minimise l’erreur de prévision 𝐸 𝑢௘ − 𝛽𝑢௣ ଶ
?

 𝛽 = Cov 𝑢௘ ,𝑢௣ Var 𝑢௣ൗ = Cov 𝑢௘ ,𝑢௣
 𝜌௘௣ = Cov 𝑢௘ ,𝑢௣ Var 𝑢௣ Var 𝑢௘ൗ = Cov 𝑢௘ ,𝑢௣ = 𝛽

 Meilleure prévision de 𝑢௘ sachant 𝑢௣ : 𝜌௘௣𝑢௣
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Régression, corrélation et prévision

 Meilleure prévision de 𝑢௘ sachant 𝑢௣ : 𝜌௘௣𝑢௣
 𝜌௘௣ = 1. 𝑢௣ = 𝑢௘. Les écarts de taille normalisés entre parents et 

enfants sont égaux. Aucun aléa spécifique – tout génétique. Dans ce 
cas la meilleure prévision de 𝑢௘ sachant 𝑢௣ est 𝑢௣

 𝜌௘௣ = 0. Aucun effet de la génétique. La meilleure prévision de 𝑢௘
sachant 𝑢௣ est 0.

 −1 ≤ 𝜌௘௣ ≤ 1. Meilleure prévision 𝑢௘ sachant 𝑢௣ : 𝜌௘௣𝑢௣ ≤ 𝑢௣ .

 𝜌௘௣𝑢௣ ≤ 𝑢௣ : retour à la moyenne lié au paramètre de 
corrélation 𝜌௘௣ et au problème de meilleure prévision.

 Biais cognitif et statistique : penser que la meilleure prévision 
de prévision 𝑢௘ sachant 𝑢௣ est 𝑢௣
 Les enfants de parents très grands ne sont pas aussi grands que leurs 

parents car la taille est en partie liée à « la chance »
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Régression, corrélation et prévision
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Comment le concept de corrélation (co-
relation) a-t-il été découvert ?
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Régression, corrélation et prévision

 Kahneman, D (2016). Système 1, système 2: les deux vitesses 
de la pensée.

 Freedman, D. A. (2010). Statistical models and causal 
inference: a dialogue with the social sciences.
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Régression, corrélation et prévision

 Pourquoi est-il difficile d’expliquer le concept de 
régression ?
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Régression, corrélation et prévision
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Régression, corrélation et prévision
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Régression, corrélation et prévision

 Senn (2011). Francis Galton and regression to the mean. 
Significance.

 Friedman (1992). Do old fallacies ever die? Journal of 
economic literature.
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Régression, corrélation et prévision

 Wainer (2000). Visual revelations: Kelley's paradox. Chance.
 Wainer (2007). The most dangerous equation. American 

Scientist.
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Régression, corrélation et prévision

 La formule de Tanner donne comme taille cible pour les 
enfants la moyenne de la taille des parents.
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Régression, corrélation et prévision

 La formule de Tanner donne comme taille cible pour les 
enfants la moyenne de la taille des parents (taille cible 
parentale).
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Régression, corrélation et prévision

 On dispose de données de corrélation entre la taille des 
enfants et celle des parents
 Ordres de grandeur compatibles avec les résultats de Galton

 C’est à confirmer, mais il semblerait que la méthodologie 
utilisée aboutisse à des biais pour les enfants de parents plus 
grands ou plus petits que la moyenne.
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Régression, corrélation et prévision

 “Regression to the mean is an artifact that as easily fools 
statistical experts as lay people”.

 “The universal phenomenon of regression toward the mean is 
just as universally misunderstood”.
 Campbell and Kenny
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Corrélation, causalité
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Corrélation, causalité

 Reprenons l’équation 𝑟௜ = 𝐸௜ + 𝛽௜௉ × 𝑟௉ − 𝐸௉ + 𝜀௜
 Ceci permet de déterminer 𝑟௜ à partir de 𝑟௉ et de 𝜀௜

 Il est erroné d’y voir une interprétation causale
 Où 𝑟௉ serait la « cause » de 𝑟௜, affectée d’un bruit 𝜀௜
 Selon la terminologie de « variables expliquée et explicative »
 Ou selon une approche du global au local (top-down)
 Comme 𝑟௉ = ∑ 𝑥௜௜ 𝑟௜, ce serait plutôt les 𝑟௜ qui déterminent la 

rentabilité du portefeuille
 On peut aussi considérer la relation 𝑟௉ = 𝐸௉ + 𝛽௉௜ × 𝑟௜ − 𝐸௜ + 𝜂௜
 Dans ce cas, 𝛽௉௜ = େ୭୴ ௥೔,௥ು୚ୟ୰ ௥೔ et 𝛽௉௜ × 𝛽௜௉ = 𝜌௜௉ଶ

 Le caractère non causal de la régression apparait quand on 
régresse la taille des parents sur celle des enfants
 Comment la taille des enfants pourrait-elle causer celle des parents ?
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Corrélation, causalité et modèles à facteurs
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Régression linéaire et prévision

 𝑌 variable à prévoir
 𝑋 prédicteur (variable d’entrée)
 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ : paramètres
 𝑎 + 𝑏𝑋 : règle de prévision linéaire, valeur prédite
 𝑌 − 𝑎 + 𝑏𝑋 = 𝜀 : erreur de prévision, résidu
 Erreur quadratique (MSE : Mean Square Error) : 𝐸 𝜀ଶ
 Prévision optimale : trouver 𝑎, 𝑏 qui minimisent la MSE
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Régression linéaire et prévision

 Régression linéaire théorique
 𝜀,𝑋,𝑌 variables aléatoires
 𝑌 = 𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝜀
 min௔,௕ 𝐸 𝜀ଶ

 Ajustement par la méthode 
des moindres carrés

 𝑡 = 1, … ,𝑇 dates
 𝑋௧ , 𝑡 = 1, … ,𝑇 valeurs 

observées du prédicteur 
 𝑌௧ , 𝑡 = 1, … ,𝑇 valeurs 

observées de la variable à 
prévoir

 min௔,௕ 𝜀ଵଶ + ⋯+ 𝜀ଶ்
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 Régression linéaire théorique
 𝜀,𝑋,𝑌 variables aléatoires
 𝑌 = 𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝜀
 min௔,௕ 𝐸 𝜀ଶ
 𝑎 = 𝐸 𝑋 − 𝑏𝐸 𝑌
 𝑏 = େ୭୴ ௑,௒ఙ೉మ = 𝜌௑௒ ఙ೉ఙೊ
 Cov 𝑋, 𝜀 = 0
 Analyse de la variance :
 𝜎௒ଶ = 𝑏ଶ𝜎௑ଶ + 𝜎ఌଶ

 Ajustement par la méthode 
des moindres carrés

 𝑡 = 1, … ,𝑇 dates
 𝑋௧ , 𝑡 = 1, … ,𝑇 valeurs 

observées du prédicteur 
 𝑌௧ , 𝑡 = 1, … ,𝑇 valeurs 

observées de la variable à 
prévoir

 𝑋௧ ,𝑌௧ : réalisations des 
variables aléatoires 𝑋,𝑌

 min௔,௕ 𝜀ଵଶ + ⋯+ 𝜀ଶ்
 Minimisation de l’erreur de 

prévision dans l’échantillon
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Régression linéaire et prévision

 Régression linéaire théorique
 𝜀,𝑋,𝑌 variables aléatoires
 𝑌 = 𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝜀
 min௔,௕ 𝐸 𝜀ଶ
 𝑎 = 𝐸 𝑋 − 𝑏𝐸 𝑌
 𝑏 = େ୭୴ ௑,௒ఙ೉మ = 𝜌௑௒ ఙ೉ఙೊ

 Si 𝜎௑ = 𝜎௒, 𝑏 = 𝜌௑௒
 Cov 𝑋, 𝜀 = 0
 Analyse de la variance :
 𝜎௒ଶ = 𝑏ଶ𝜎௑ଶ + 𝜎ఌଶ
 𝑅ଶ = ௕మఙ೉మఙೊమ = 𝜌௑௒ଶ

 Ajustement par la méthode 
des moindres carrés

 𝑡 = 1, … ,𝑇 dates
 𝑋௧ , 𝑡 = 1, … ,𝑇 valeurs 

observées du prédicteur 
 𝑌௧ , 𝑡 = 1, … ,𝑇 valeurs 

observées de la variable à 
prévoir

 𝑋௧ ,𝑌௧ : réalisations des 
variables aléatoires 𝑋,𝑌

 min௔,௕ 𝜀ଵଶ + ⋯+ 𝜀ଶ்
 Minimisation de l’erreur de 

prévision dans l’échantillon
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Régression linéaire et prévision

 Régression linéaire théorique
 𝜀,𝑋,𝑌 variables aléatoires
 𝑌 = 𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝜀
 min௔,௕ 𝐸 𝜀ଶ
 𝑎 = 𝐸 𝑋 − 𝑏𝐸 𝑌
 𝑏 = େ୭୴ ௑,௒ఙ೉మ = 𝜌௑௒ ఙ೉ఙೊ

 Si 𝜎௑ = 𝜎௒, 𝑏 = 𝜌௑௒
 Analyse de la variance :

 Cov 𝑋, 𝜀 = 0
 𝜎௒ଶ = 𝑏ଶ𝜎௑ଶ + 𝜎ఌଶ
 𝑅ଶ = ௕మఙ೉మఙೊమ = 𝜌௑௒ଶ

 Ajustement par la méthode 
des moindres carrés

 𝑡 = 1, … ,𝑇 dates
 𝑋௧ , 𝑡 = 1, … ,𝑇 valeurs 

observées du prédicteur 
 𝑌௧ , 𝑡 = 1, … ,𝑇 valeurs 

observées de la variable à 
prévoir

 𝑋௧ ,𝑌௧ : réalisations des 
variables aléatoires 𝑋,𝑌

 min௔,௕ 𝜀ଵଶ + ⋯+ 𝜀ଶ்
 Minimisation de l’erreur de 

prévision dans l’échantillon
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Régression linéaire et prévision

 Régression linéaire 
théorique

 𝜀,𝑋,𝑌 variables aléatoires
 𝑌 = 𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝜀
 𝑏 = େ୭୴ ௑,௒ఙ೉మ = 𝜌௑௒ ఙ೉ఙೊ
 Analyse de la variance :

 Cov 𝑋, 𝜀 = 0
 𝜎௒ଶ = 𝑏ଶ𝜎௑ଶ + 𝜎ఌଶ
 𝑅ଶ = ௕మఙ೉మఙೊమ = 𝜌௑௒ଶ

 Estimateur des moindres carrés

 min௔,௕ ଵ் 𝜀ଵଶ + ⋯+ 𝜀ଶ்
 Probabilité empirique : 

équiprobable sur les dates


ଵ் 𝜀ଵଶ + ⋯+ 𝜀ଶ் = 𝐸 𝜀ଶ

 𝑏 = େ୭୴ ௑,௒ఙ೉మ
 Cov 𝑋,𝑌 = ଵ் ∑ 𝑋௧ − 𝑋ത 𝑌௧ − 𝑌ത௧்ୀଵ
 𝑋ത = ଵ் ∑ 𝑋௧௧்ୀଵ = 𝐸 𝑋
 𝑌ത = ଵ் ∑ 𝑌௧௧்ୀଵ = 𝐸 𝑌
 𝜎௑ଶ = Cov 𝑋,𝑌
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Calculer des Bêtas à partir d’historiques de 
rentabilités

 𝜷𝒊 = େ୭୴ 𝒓𝒊,𝒓𝑷𝐕𝐚𝐫 𝒓𝑷 = 𝜌௜௉ ఙ೔ఙು. Comment calculer 𝜌௜௉, 𝜎௜, 𝜎௉ ?

 Supposons que nous ayons des séries chronologiques de 
rentabilités du titre 𝑖 et du portefeuille 𝑃

 𝒓𝒊,𝒕 représente la rentabilité du titre 𝑖 à la date 𝑡
 Il peut aussi s’agir de la rentabilité d’un portefeuille de titres

 𝒓𝑷,𝒕 représente la rentabilité du portefeuille 𝑃 à la date 𝑡
 𝑃: Typiquement un indice boursier pondéré par la 

capitalisation boursière : CAC40, indice S&P 500, Russell 
3000 Index aux États-Unis

 Russell 3000 : Indice large, 98% de la capitalisation 
boursière US
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Calculer des Bêtas à partir d’historiques de 
rentabilités

 Probabilité empirique : équipondérée sur les dates passées
 Espérance (sous la mesure empirique) = moyenne des 

rentabilités passées
 𝐸 𝑟௜ = 𝑟௜ = ଵଶହଶ × 𝑟௜,௧ିଵ + ⋯+ 𝑟௜,௧ିଶହଶ
 𝐸 𝑟௉ = 𝑟௉ = ଵଶହଶ × 𝑟௉,௧ିଵ + ⋯+ 𝑟௉,௧ିଶହଶ
 Cov 𝑟௜ , 𝑟௉ = 𝐸 𝑟௜ − 𝑟௜ 𝑟௉ − 𝑟௉
 Var 𝑟௉ = Cov 𝑟௉, 𝑟௉
 𝛽௜௉ = Cov 𝑟௜,, 𝑟௉ Var 𝑟௉⁄
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Calculer des Bêtas à partir d’historiques de 
rentabilités
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La droite caractéristique d’un titre

 On considère un plan où les valeurs de 𝑟௉ sont en 
abscisses et les valeurs de 𝑟௜ en ordonnées.

 Un point dans le plan est associé à chaque date 𝑡
 Coordonnées des points dans le plan : 𝑟௉,௧ , 𝑟௜,௧
 Dans le graphique qui suit :

 𝑟௜,௧ : rentabilités hebdomadaires du fonds Navellier
Fundamental A (NFMAX, fonds géré par Navellier) 

 𝑟௉,௧ : Russell 3000 Index
 Données de 2005 à 2009, soit 60 points
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La notion de Bêta

 Rentabilités du Russell 3000 Index Navellier en abscisses et de 
Fundamental A (NFMAX, fonds géré par Navellier) en ordonnées
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 Droite caractéristique du titre i : 𝒚𝒊,𝒕 = 𝜶𝒊 + 𝜷𝒊𝒓𝑷,𝒕

𝜶𝒊 Ordonnée de la droite 
caractéristique à l’origine

Droite caractéristique d’un titre, méthode des 
moindres carrés
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À chaque point est associé 
une date t
En abscisse, la rentabilité du 
portefeuille 𝑷 à cette date t : 𝒓𝑷,𝒕
En ordonnée, la rentabilité 
du titre i à cette date t : 𝒓𝒊,𝒕 𝜷𝒊 Pente de la droite 

caractéristique



 Droite caractéristique du titre i : 𝒚𝒊,𝒕 = 𝜶𝒊 + 𝜷𝒊𝒓𝑷,𝒕

𝜶𝒊 Ordonnée de la droite 
caractéristique à l’origine

Droite caractéristique d’un titre, méthode des 
moindres carrés
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𝜀௜,௧ = 𝑟௜,௧ − 𝛼௜ + 𝛽௜𝑟௉,௧

À chaque point est associé une 
date t
En abscisse, la rentabilité du 
portefeuille de marché à cette 
date t : 𝒓𝑴,𝒕
En ordonnée, la rentabilité du 
titre i à cette date t : 𝒓𝒊,𝒕
La droite caractéristique du 
titre est obtenu par un 
ajustement linéaire au nuage 
de points selon la méthode 
des moindres carrés

𝜷𝒊 Pente de la droite 
caractéristique

Distance verticale entre un point 
et la droite caractéristique 

𝒓𝒊,𝒕𝜶𝒊 + 𝜷𝒊𝒓𝑷,𝒕

 Droite caractéristique du titre i : 𝒚𝒊,𝒕 = 𝜶𝒊 + 𝜷𝒊𝒓𝑷,𝒕

𝜶𝒊 Ordonnée de la droite 
caractéristique à l’origine

Droite caractéristique d’un titre, méthode des 
moindres carrés
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𝜀௜,௧ = 𝑟௜,௧ − 𝛼௜ + 𝛽௜𝑟௉,௧

La droite caractéristique du 
titre est obtenu par un 
ajustement linéaire au nuage 
de points selon la méthode 
des moindres carrés (MCO) :𝜶𝒊 et 𝜷𝒊 minimisent la somme 
des carrés des écarts 𝜺𝒊,𝒕:∑𝒕 𝒓𝒊,𝒕 − 𝜶𝒊 + 𝜷𝒊𝒓𝑷,𝒕 𝟐 𝜷𝒊 Pente de la droite 

caractéristique

Distance verticale entre un point 
et la droite caractéristique 

Estimation par la méthode des moindres 
carrés

 𝑟௜,௧ = 𝛼௜ + 𝛽௜𝑟௉,௧ + 𝜀௜,௧
 𝛼௜ ,𝛽௜ constantes, 𝛽௜ : bêta du titre i 
 Méthode des moindres carrés ordinaires (MCO)
 On cherche 𝛼௜ ,𝛽௜ tels que la somme des écarts 

quadratiques 𝑟௜,௧ି௛ − 𝛼௜ − 𝛽௜𝑟௉,௧ି௛ ଶ soit minimale
 𝛼௜ + 𝛽௜𝑟௉,௧ est une prévision linéaire de 𝑟௜,௧ sachant 𝑟௉,௧
 𝜀௜,௧ି௛ = 𝑟௜,௧ − 𝛼௜ − 𝛽௜𝑟௉,௧: erreur de prévision à la date 𝑡
 minఈ೔,ఉ೔ ∑ 𝑟௜,௧ି௛ − 𝛼௜ − 𝛽௜𝑟௉,௧ି௛ ଶ௛

 Périodes glissantes : ℎ = 1, … , 252
95

Estimation par la méthode des moindres 
carrés

 minఈ೔,ఉ೔ ∑ 𝑟௜,௧ି௛ − 𝛼௜ + 𝛽௜𝑟௉,௧ି௛ ଶ௛
 Conditions du premier ordre : dérivées du critère par 

rapport à 𝛼௜ ,𝛽௜ = 0
 Dérivée par rapport à 𝛼௜ = 0
 ∑ 𝑟௜,௧ି௛ − 𝛼௜ − 𝛽௜𝑟௉,௧ି௛ = 0 ⇒ 𝛼௜ = 𝑟௜ − 𝛽௜𝑟௉௛
 Il faut alors minimiser ∑ 𝑟௜,௧ି௛ − 𝑟௜ + 𝛽௜ 𝑟௉,௧ି௛ − 𝑟௉ ଶ௛
 Dérivée par rapport à 𝛽௜ = 0 ⇒
 𝛽௜ =ଵଶହଶ∑ 𝑟௜,௧ି௛ − 𝑟௜ 𝑟௉,௧ି௛ − 𝑟௉ଶହଶ௛ୀଵ ଵଶହଶ∑ 𝑟௉,௧ି௛ − 𝑟௉ ଶଶହଶ௛ୀଵൗ
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Calcul des bêtas à partir d’historiques de cours

 𝛽௜ =ଵଶହଶ∑ 𝑟௜,௧ି௛ − 𝑟௜ 𝑟௉,௧ି௛ − 𝑟௉ଶହଶ௛ୀଵ ଵଶହଶ∑ 𝑟௉,௧ି௛ − 𝑟௉ ଶଶହଶ௛ୀଵൗ
 𝑟௜ et 𝑟௉ sont les rentabilités moyenne du titre i et du 

marché sur la période d’estimation, ici de longueur 𝑇
 𝑟௜ = ଵ் ∑ 𝑟௜,௧ି௛ଶହଶ௛ୀଵ
 𝛽௜ , Bêta ex-post (a posteriori) du titre i, déterminé à partir 

des rentabilités passées sur la période 𝑡 − 1; 𝑡 − 252


ଵଶହଶ෌ 𝜀௜,௧ି௛ = 0௛ le terme résiduel a une moyenne nulle


ଵଶହଶ෌ 𝜀௜,௧ି௛ 𝑟ெ,௧ି௛ − 𝑟௉ = 0௛ pas de corrélation entre résidu et 

rentabilité du portefeuille de marché
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Calcul des bêtas à partir d’historiques de cours

 𝛽௜௉ = Cov ௥೔,௥ು௏௔௥ ௥ು
 Se calcule à partir de la loi de probabilité de 𝑟௜ , 𝑟௉

 𝛽௜௉ = ଵଶହଶ ∑ 𝑟௜,௧ି௛ − 𝑟௜ 𝑟௉,௧ି௛ − 𝑟௉ଶହଶ௛ୀଵ ଵଶହଶ ∑ 𝑟௉,௧ି௛ − 𝑟௉ ଶଶହଶ௛ୀଵൗ
 Se calcule à partir des données passées

 Le choix de périodes glissantes et de rentabilités 
quotidiennes est fréquent en finance
 Notamment quand on s’intéresse à la dynamique des Bêtas.
 On peut choisir des périodes d’estimation plus longues
 Dans l’approche économétrique standard , on préfère utiliser 

toutes les données disponibles
 Ce qui permet d’utiliser des théorèmes limites (loi des grands 

nombres) dans leur domaine de validité.
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Calcul des bêtas à partir d’historiques de cours

 Rappel : ଵଶହଶ ∑ 𝑟௜,௧ି௛ − 𝑟௜ 𝑟௉,௧ି௛ − 𝑟௉ଶହଶ௛ୀଵ  correspond à 
la covariance « dans l’échantillon des données 
historiques » ou covariance empirique.
 covariance (dite empirique) entre les rentabilités 𝑟௜ et 𝑟௉

pour une loi de probabilité discrète, dont les valeurs sont 
les couples de rentabilité observées 𝑟௉,௧ , 𝑟௜,௧ et où ces 
valeurs sont équipondérées (on donne une probabilité de ଵଶହଵ à chaque valeur.

 Cette loi de probabilité discrète s’appelle la mesure 
empirique (ou loi empirique)
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Droite caractéristique d’un titre
 Quelles données pour déterminer les Bêtas ?

 Quel marché de référence retenir?
 Quand l’action est cotée sur différents marchés

 Les rentabilités de l’action American Express ne sont pas les 
mêmes en $, £, €, etc. Quelle devise de référence

 Quels cours boursiers: pertinence des cours de clôture?
 Pour les actions peu fréquemment traitées, le dernier cours peut être 

antérieur d’une heure ou deux à l’heure de clôture
 Y a-t-il un fixing pour déterminer le cours de clôture ?
 Différence entre heures de clôture pour différents marchés

 Disponibilité des données : suspension de cotation, actions 
nouvellement introduites en Bourse
 Il existe des algorithmes pour “compléter les données manquantes”
 Brownian bridge, algorithme EM, Singular Spectrum Analysis
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Droite caractéristique d’un titre
 Quelles données pour déterminer les Bêtas ?

 Période d’observation : date de début, date de fin ?
 Périodicité des données: quotidienne, hebdomadaire,… 

Fréquence de mise à jour pour le calcul: mensuelle, 
trimestrielle, annuelle, jamais ?

 Choix du portefeuille de référence 𝑃
 Indice national ou international ? Sectoriel ? 
 Large caps ?
 Benchmark pour un investisseur, portefeuille efficient ?

 Risque de choix opportunistes pour influer sur les 
décisions d’investissement
 Augmenter le Bêta d’une branche d’un groupe industriel 

revient à augmenter les exigences de rentabilité
101

Estimation par la méthode des moindres 
carrés : choix de l’indice de référence

 Bêta de Michelin par rapport au CAC40 : -0,107
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Estimation par la méthode des moindres 
carrés

 Bêta de Michelin par rapport au MSCI : 0,284
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Calcul des Bêtas : le problème des « outliers » 

 Crise covid : rentabilités hebdomadaires extrêmes (négatives) 
en 2020 à la fois pour les titres et l’indice.

 L’ajout d’une seule donnée (influential point), ici point rouge 
peut complètement modifier le Bêta

 Estimation par moindres carrés des Bêtas non robuste à la 
présence de certains « outliers »
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Bêtas conditionnels

105

Médaf et bêtas conditionnels

 On remplace tous les moments (espérances, variances, 
Bêtas) par les moments conditionnels

 La relation rentabilité risque reste de la même forme que 
dans le cas statique.
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Droite caractéristique d’un titre :
Estimation des betas

 Le cas McDonald’s Corp (MCD)
 Yahoo Finance fournit un Beta de 0,45
 Google Finance nous indique un Beta 

de 0,34
 Site du Nasdaq : Beta de 0,56

 Comment expliquer ces différences ?
 Indice utilisé pour le portefeuille de 

marché ?
 Quelle est la période d’estimation ?
 Fréquence des rentabilités observées ?
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Action McDo vs 
Indice S&P500

dividendes 
réinvestis

Droite caractéristique d’un titre :
Estimation des betas

 Le cas McDonald’s Corp (MCD)
 Rentabilité historique de 17%, celle de 

l’indice S&P500 de 11,2%
 𝑟௙ = 2,37% taux 10 ans US Treasuries

10/2014
 Choisissons une prime de risque de 6% 

(cf étude JP Morgan, 2008)
 On a alors une rentabilité attendue de 

4,4%, 5,1% ou 5,7% selon le Beta 
retenu 
 8,4% pour l’indice

108108

Action McDo vs 
Indice S&P500 

dividendes 
réinvestis
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Décorrélation des actions
constituant l’indice Dow
Jones et l’indice.

Comparaison entre l’été
2015 et l’été 2016 (calculs
sur 50 jours glissants
antérieurs au 9 septembre)
On remarque aussi la
distribution des Bêtas.𝜷𝒊 = 𝜌௜௉ 𝜎௜𝜎௉
Comme les Bêtas restent
en moyenne égaux à 1, il
faut que les ratios

ఙ೔ఙು
augmentent.

Ce qui veut dire que les
risques idiosyncratiques
ont augmenté

Bêtas : prévision de 𝑟௜,௧ sachant 𝑟௉,௧ et de 𝑟௉,௧
sachant 𝑟௜,௧

 𝛽௜௉ = େ୭୴ ௥೔,௥ು୚ୟ୰ ௥ು = 𝜌௜௉ ఙ೔ఙು, 𝛽௉௜ = େ୭୴ ௥೔,௥ು୚ୟ୰ ௥೔ = 𝜌௜௉ ఙುఙ೔
 D’où 𝛽௜௉ × 𝛽௉௜ = 𝜌௜௉ଶ ≤ 1
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Construction géométrique des deux 
droites de régression.

Les deux droites passent par 𝑥, 𝑦ത
Pour obtenir la droite rouge (prévision
de 𝑦 sachant 𝑥, on se dirige vers le
haut de Cov 𝑥, 𝑦 , puis vers la droite
de Var 𝑥 , ce qui donne une pente deCov ௫,௬Var ௫ = 𝛽௬|௫
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Galton : Bêta enfant/parent (0,61) très différent de l’inverse du Bêta
parent/enfant (0,29), le ratio entre les deux Bêtas est le ratio entre la
variance de la taille des parents et celle des enfants

Prévoir la taille des parents sachant celle des enfants est un problème
différent de prévoir la taille des enfants sachant celle des parents

Bêtas et corrélation
 Regression to the mean (retour à la moyenne)

 Analyse du phénomène due à Francis Galton (1886)
 Selon les observations de Galton, si les parents mesurent 6 

cm de plus que la moyenne, les enfants ne mesurent plus 
que 2/3 x 6 cm de plus que la moyenne

 D’où l’origine du terme “regression”
 On parle parfois de “régression vers la médiocrité”

 Ceci est exact, mais on a 𝑦ത௜ = 𝛽௬|௫𝑥௜ + 𝜀௜. 
 Supposons 𝜎௫ ≈ 𝜎௬ (même variabilité de taille pour parents et 

enfants)
 On reviendra sur cette hypothèse ultérieurement

 𝛽௬|௫ = 𝜌௫௬ ఙ೤ఙೣ ≈ 𝜌௫௬ ≤ 1
112

Pour aller plus loin, voir 
Kahneman, p. 219-225
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Galton s’attendait à ce que la
meilleure prévision soit
associée à une pente de 1 (en
noir) et pas à une pente de
0,61 (en rouge) : « les enfants
héritent des caractéristiques
biologiques de leurs parents »

En effet, le nuage de points forme une
ellipse. On peut montrer sous certaines
conditions (même variabilité des tailles
chez les parents et les enfants) que le grand
axe de l’ellipse a une pente de 1 (45°)

Bêtas et corrélation

 Pourquoi la meilleure prévision de la taille des enfants 
n’est-elle pas la taille des parents ?
 𝑦ത௜ = 𝑦௜ − 𝑚, taille des enfants,𝑥௜ = 𝑥௜ − 𝑚 taille des parents
 Galton pensait que l’on aurait une relation du type 𝑦ത௜ = 1 × 𝑥௜ +terme résiduel, 𝛽௬|௫ = 1
 Or, l’estimation de 𝛽௬|௫ par la méthode des moindres carrés 

donne 𝛽௬|௫ = 0,61 = 𝜌௫௬ ఙ೤ఙೣ, d’où le résultat « l’écart à la 
moyenne de la taille des enfants est environ 2/3 de l’écart des 
parents à la moyenne (de leur génération)

 𝑦ത௜ = 𝛽௬|௫𝑥௜ + terme résiduel
 Si la taille des parents est grande, ce pourrait être en partie 

dû « à la chance » et pour le reste aux gènes qu’ils 
transmettront à leurs enfants : la chance ne se transmet pas
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Bêtas et corrélation

 Aurait-on 𝛽௫|௬ = 1 𝛽௬|௫ = 1,64⁄ (analyse de sensibilité) ?
 Or 𝛽௫|௬ = 0,29 < 1 !

 𝛽௫|௬ = 𝜌௫௬ ఙೣఙ೤, 𝛽௬|௫ = 𝜌௫௬ ఙ೤ఙೣ
 D’où 𝛽௫|௬ × 𝛽௬|௫ = 𝜌௫௬ଶ < 1 (sauf si 𝜌௫௬ = 1, cas où la liaison 

entre 𝑥 et 𝑦 devient déterministe), ce qui donne 𝜌௫௬ = 42%
 Remarque :ఙ೤మఙమೣ = 𝛽௬|௫ 𝛽௫|௬ =ൗ 0,61 0,29⁄ ≈ 2, 

 𝜎௫ଶ ≈ ଵଶ × 𝜎௬ଶ ? 𝑥௜ est la moyenne de la taille des deux parents 
(pondérée par un facteur 1,08 pour la taille des mères)

 𝑥௜ ≈ ଵଶ × 𝑥௜௉ + 𝑥௜ெ ⇒ 𝜎௫̅ଶ ≈ ଵସ × 𝜎௫̅ುଶ + 𝜎௫̅ಾଶ si non corrélation 
entre les tailles du père et de la mère
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La dynamique des Bêtas

117

Bêta (ex-ante) d’un titre, d’un portefeuille

 On s’intéresse aux rentabilités à venir 𝒓𝒊 et 𝒓𝑷
 𝒓𝒊 et 𝒓𝑷 variables aléatoires

 𝒓𝒊 = 𝑬𝒊 + 𝜷𝒊 × 𝒓𝑷 − 𝑬𝑷 + 𝜺𝒊
 𝜺𝒊 risque spécifique ou risque idiosyncratique du titre i
 De moyenne nulle, non corrélé avec le risque de marché 𝒓𝑷
 𝑬𝒊 : espérance de rentabilité du titre i
 𝑬𝑷 : espérance de rentabilité du portefeuille de marché

 Si 𝒓𝑷 augmente de 𝟏%, 𝒓𝒊 augmente en moyenne de 𝜷𝒊%
 𝜷𝒊 Bêta (ex-ante ou prospectif) du titre i

 𝑬𝒊, 𝑬𝑷, 𝜷𝒊 paramètres (non aléatoires) 
118
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Estimation des Bêtas avec des fenêtres glissantes de longueur 
donnée, « rolling window », rolling regressions : les bêtas vont 

être amenés à fluctuer au cours du temps
Dynamique des Bêtas

120

Trinkner, U., Binz, T., & Mattmann, M. (2020). Bêtas des aéroports français à partir de l’observation des
marchés boursiers et de précédents de régulation. Note établie pour l’autorité de régulation des transports.
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Robert Engle

Dynamic Conditional Betas in V-Lab

https://vlab.stern.nyu.edu/
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Évolution du Bêta de l’action JP Morgan au cours des 
deux dernières années (octobre 2015 – octobre 2017)

Le Bêta varie entre 0,5 et 2 avec des fluctuations extrêmement 
rapides. C’est tout sauf une constante caractéristique de l’action.

Engle (2016). Dynamic conditional bêta. Journal of Financial Econometrics.
https://vlab.stern.nyu.edu/analysis/RISK.USFIN-MR.MES
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https://vlab.stern.nyu.edu/analysis/RISK.USFIN-MR.MES

Dynamic Conditional Beta de l’action JP Morgan : 
retour à la moyenne ?

124
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Marianne Lake, CFO

Blythe Masters 126

Évolution des Bêtas par secteur
d’activité de 1997 à 2016. Ils sont
calculés à partir de rentabilités
quotidiennes avec des périodes
d’estimation glissantes de 50 jours

Il n’existe pas de secteurs
caractérisés de manière
évidente par la permanence
de bêtas supérieurs ou
inférieurs à 1. L’augmentation
des Bêtas liés au secteur
financier ou de l’informatique
est conjoncturelle (bulle
internet des années 2000, crise
financière de 2008)

Etude de cas : utilisation de Bloomberg
 Bêta de l’action Disney par rapport à l’indice S&P500 (source 

Bloomberg)
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Rentabilités 
mensuelles sur une 

période de 5 ans 
(31/1/00 – 31/12/04

Raw Beta = 1,26» 
correspond au Bêta 

historique
Adjusted Beta =1,17 
2/3 raw bêta + 1/3 x 

1

Grands et petits Bêtas …
 Adjusted Beta?
 Bloomberg s’appuie sur les travaux de Blume et de Vasicke
 Blume part de la constatation d’un retour à la moyenne des 

bêtas estimés sur des périodes consécutives

 Blume (1975). Betas and their regression tendencies. The Journal of Finance.
 Blume (1979). Betas and their regression tendencies: some further evidence. 

Journal of Finance
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Grands et petits Bêtas …

 Le tableau ci-dessous considère des Bêtas estimés sur une 
période de 7 ans (1926-1933) et regroupés en 4 groupes
 Le groupe 1 est constitué des actions avec le Bêta le plus faible 

et ainsi de suite
 La dernière colonne représente les Bêtas pour ces titres sur la 

période de 7 ans qui suit

 On constate un retour à la moyenne (sauf pour la catégorie 3)
129

Grands et petits Bêtas …
 Retour à la moyenne en partie dû à une illusion statistique

 Pour l’illustrer, considérons des tirages indépendants d’un dé
 Indépendance des valeurs observées pour 2 tirages consécutifs

 Pourtant, si le premier tirage est 6, le second tirage est plus petit
 Si le premier tirage est 1, le second tirage est plus élevé.

 Le résultat du premier tirage n’apporte pourtant aucune 
information sur la valeur du second tirage.

 Considérons maintenant un questionnaire d’évaluation 
administré à des étudiants. 
 100 questions et trois réponses proposées à chaque question
 Les étudiants répondent « au hasard »
 Le nombre de réponses justes suit une loi binomiale 𝐵 100, 1 3⁄ . L’espérance du nombre de réponses justes est ଵ଴଴ଷ
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Grands et petits Bêtas …
 Les « meilleurs » étudiants à la première évaluation (notes 

supérieures à 100/3) auront des notes en moyenne égales à 100/3 à 
la seconde évaluation

 Les « moins bons » étudiants vont voir leurs notes augmenter et se 
rapprocher de la moyenne.

 Système cognitif automatique et recherche de causalité :
 Les meilleurs étudiants se sont relâchés entre la première 

évaluation et la seconde.
 Les « moins bons » étudiants se sont accrochés et ont amélioré leur 

performance
 Le système déductif permet de comprendre qu’il n’y aucun 

lien entre les résultats des deux évaluations
 Pour  Kahneman, il y a une explication mais pas de cause
 Le système 1 est inadapté pour prendre en compte la chance
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Grands et petits Bêtas
 Daniel Kahneman, prix Nobel d’économie, père 

fondateur de la finance comportementale, psychologue 
cognitif et statisticien
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Estimation des Bêtas / biais de sélection
 Revenons aux Bêtas ajustés et à l’étude de Blume

 Le Bêta moyen étant de 1, la formule du Bêta ajustée: 2/3 
bêta estimé sur la période précédente + 1/3 x 1

 Ceci pour prendre en compte le « retour à la moyenne » (ici =1) pour les Bêtas
 Blume avait conscience des problématiques statistiques

 On parle d’un problème d’erreur sur les variables, les Bêtas estimées 
étant entachées d’une erreur d’estimation.

 Dans le cas du dé, la moyenne est constante à chaque tirage (3,5), le 
coefficient de corrélation entre deux tirages est nul

 Le phénomène de retour à la moyenne subsiste même après 
les correctifs statistiques adaptés

 Explications économiques ?
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Estimation des Bêtas / erreur sur les variables 

 Supposons que l’on ait une liaison du type : 
 𝛽௜,௧ = 𝑎𝛽௜,௧ିଵ + 1 − 𝑎 + 𝜀௜,௧ (avec par exemple 𝑎 = 2 3⁄
 On cherche à vérifier si 𝑎 < 1 (retour à la moyenne)
 Mais on ne connaît qu’un estimateur de 𝛽௜,௧ିଵ, le vrai Bêta n’est 

pas observé.
 𝛽መ௜,௧ିଵ = 𝛽௜,௧ିଵ + 𝑧௜,௧ିଵ

 𝑧௜,௧ିଵ erreur d’estimation indépendante de 𝛽௜,௧ିଵ
 𝛽௜,௧ + 𝑧௜,௧ = 𝑎 × 𝛽௜,௧ିଵ + 𝑧௜,௧ିଵ − 1 + 𝜀௜,௧

 𝑎ො = cov ఉ೔,೟ା௭೔,೟,ఉ೔,೟షభା௭೔,೟షభvar ఉ೔,೟షభା௭೔,೟షభ = cov ఉ೔,೟,ఉ೔,೟షభvar ఉ೔,೟షభ) ାvar ௭೔,೟షభ < 𝑎 = cov ఉ೔,೟,ఉ೔,೟షభvar ఉ೔,೟షభ) 
 Le problème de Galton : on peut avoir 𝑎 = 1

 Relation entre caractéristiques biologiques des parents et des enfants 

 et 𝑎ො < 1, 
 L’inné ne détermine pas tout
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Estimation des bêtas / 
approche de Vasicek

 « Adjusted Beta » (Vasicek)
 Vasicek (1973). A note on using cross-sectional information in 

Bayesian estimation of security Betas. The Journal of Finance.
L’idée est différente de celle de Blume

 Vasicek propose une approche bayésienne
 L’estimateur du bêta va être une moyenne pondérée du bêta 

estimé à partir de données historiques et d’un bêta déterminé a 
priori égal à un

 Comme pour Blume, le choix des pondération 2/3 et 1/3 
est arbitraire …

 http://www.stat.ucla.edu/~nchristo/statistics_c183_c283/vasicek_betas.pdf
 http://guides.lib.byu.edu/content.php?pid=53518&sid=401576

 Validité des Bloomberg “adjusted betas” ?
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O. Vasicek
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