
Risque de crédit

 Le mot "crédit" a la même étymologie que le mot 
"croire" 

 en latin, "credo" = je crois, j'ai confiance
 « Donner crédit à quelque chose » 
 c'est donc une activité qui repose sur la confiance que le 

prêteur accorde à l'emprunteur de qui il attend le 
remboursement du prêt. 

 Le risque principal pour le prêteur est donc le non-
remboursement de l’argent prêté (ou « confié »)

 Que le prêteur soit dans l’incapacité de rembourser et/ou 
qu’il souhaite se soustraire à son engagement initial
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Risque de crédit

 Une forme « primitive » d’aléa moral dans le cas du 
crédit est d’organiser son insolvabilité : cash-extraction

 L’augmentation du risque des actifs (asset-substitution, 
gamble for recovery) est une forme complémentaire
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Coûts d’agence de la dette : aléa moral

 « Aléa moral » ou “Moral hazard”
 Deux parties, le « principal » et l’« agent » 
 Le principal propose un contrat à l’ agent en vue de lui 

déléguer une action
 Ici, les actionnaires choisissent les investissements pour le 

compte de l’ensemble des bailleurs de fonds, y compris les 
créanciers

 Ce dernier peut accepter ou refuser le contrat proposé
 Asymétrie d’information sur le comportement de l’agent 

qui peut être modifié après la signature du contrat
 Au détriment du principal
 Sans que celui puisse contrôler le comportement de l’agent
 Ou plus précisément, ce contrôle (monitoring) a priori ou 

a posteriori est coûteux.
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http://www.ww.uni-magdeburg.de/bizecon/material/JensenMeckling_1976.pdf

Coûts d’agence de la dette
 Aléa moral

 Exemple d’un contrat d’assurance automobile
 L’assureur ne contrôle pas la conduite de l’assuré
 Une fois assuré, celui-ci peut modifier son comportement et 

prendre plus de risques
 Protection du principal par le monitoring 

 GPS, disques enregistreurs
 Surveillance plus étroite des actionnaires par les créanciers
 Dans le cas des banques et des compagnies d’assurances
 Autorité de Contrôle Prudentiel

 Limitation de la protection : franchise
 Protection du principal contre les premières pertes
 Analogue à l’octroi de garanties personnelles par l’emprunteur 

ou par l’entreprise
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Coûts d’agence de la dette : aléa moral

 « Aléa moral »
 Exemple d’un contrat d’assurance automobile
 La protection du principal par le monitoring (ici GPS, 

disques enregistreurs)
 Limitation de la protection : franchise
 Idem suppression de la responsabilité limitée

 Mais peut conduire à l’abandon de projets à valeur actuelle nette positive

 Ne pas confondre avec le mécanisme d’antisélection
 Analyse dans le cas des prêts

 Joue ex-ante
 Impossibilité de dissocier les « bons risques » des « mauvais risques »
 Taux de prêt trop élevés pour les « bons risques »
 Sous-investissement (alors que la VAN en information parfaite serait 

positive)
 Rationnement du crédit
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Coûts d’agence de l’endettement : exemple

 On va considérer la relation d’agence entre actionnaires et 
créanciers pour une entreprise proche de la faillite
 Pour simplifier entreprise financée à 100% par endettement
 𝑰 ൌ 𝑨𝟎 ൌ 𝟏𝟎𝟎 fonds apportés par les bailleurs de fonds

 Ici, uniquement les créanciers
 𝒊 ൌ 𝟏𝟎%, taux nominal de la dette contractée
 𝒓𝒇 ൌ 𝟏𝟎% taux de placement sans risque 

 normalement 𝒊 ൐ 𝒓𝒇, mais la dette a pu être contractée antérieurement

 Les actionnaires ont le contrôle des actifs
 Considérons différents projets d’investissement

 Placement sans risque de 𝟏𝟎𝟎 au taux 𝒓𝒇 ൌ 𝟏𝟎%
 𝑨𝟏 ൌ 𝟏𝟏𝟎,𝑫𝟏 ൌ 𝟏𝟏𝟎,𝑬𝟏 ൌ 𝟎
 La VAN du projet est െ𝑨𝟎 ൅ 𝑬 𝑨𝟏 𝟏 ൅ 𝒓𝒇⁄ ൌ 𝟎 6

Coûts d’agence de l’endettement : exemple
 Comparons différents projets d’investissement

 Placement sans risque
 𝑬𝟏 ൌ 𝟎 les actionnaires ne récupèrent rien, mais ils n’ont rien 

investi ( actionnaires )
 𝑫𝟏 ൌ 𝟏𝟎𝟎 ൈ 𝟏 ൅ 𝟏𝟎% les créanciers récupèrent la somme 

contractuellement due ( créanciers )
 Autre investissement possible 

 𝑨𝟏 ൌ 𝟏𝟐𝟏 avec probabilité 𝟏 𝟐⁄
 𝑨𝟏 ൌ 𝟗𝟗 avec probabilité 𝟏 𝟐⁄
 𝜷𝑨 ൌ 𝟎 pas de risque de marché, uniquement du risque 

idiosyncratique, 𝑨 𝒇
 𝟏 comme précédemment
 La VAN du projet est 𝟎 𝟏 𝒇
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Coûts d’agence de l’endettement : exemple
 Comparaison projets investissements (suite)

 Autre investissement possible
 𝑨𝟏 ൌ 𝟏𝟐𝟏 avec probabilité 𝟏 𝟐⁄ , 𝑨𝟏 ൌ 𝟗𝟗 avec probabilité 𝟏 𝟐⁄ , 𝜷𝑨 ൌ 𝟎
 𝑫𝟏 ൌ 𝟏𝟏𝟎 si 𝑨𝟏 ൌ 𝟏𝟐𝟏
 𝑫𝟏 ൌ 𝟗𝟗 si 𝑨𝟏 ൌ 𝟗𝟗 (situation de défaut remboursement 

inférieur au remboursement contractuel)
 On a supposé que les valeurs de l’actif 𝑨𝟏 étaient 

déconnectées de celles du marché
 De même pour la dette 𝜷𝑫 ൌ 𝟎
 VAN dette 𝟏𝟏𝟎𝟏ା𝟏𝟎% 𝟗𝟗𝟏ା𝟏𝟎%
 VAN actions 𝟏𝟏𝟏ା𝟏𝟎% 𝟎𝟏ା𝟏𝟎%
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Coûts d’agence de l’endettement : exemple

 Comparaison projets investissements (suite)
 Autre investissement possible (suite)
 La VAN globale reste inchangée (nulle)
 Mais la VAN devient positive pour les actionnaires et 

négative pour les créanciers
 Comme les actionnaires décident, il vont choisir le second 

projet de même VAN globale, mais plus risqué
 Autre investissement possible encore plus risqué

 𝑨𝟏 ൌ 𝟏𝟑𝟐 avec probabilité 𝟏 𝟐⁄ , 𝑨𝟏 ൌ 𝟖𝟖 avec probabilité 𝟏 𝟐⁄ , 𝜷𝑨 ൌ 𝟎, 𝟏
 𝑫𝟏 ൌ 𝟏𝟏𝟎 si 𝑨𝟏 ൌ 𝟏𝟑𝟐, 𝑫𝟏 ൌ 𝟖𝟖 si 𝑨𝟏 ൌ 𝟖𝟖
 VAN dette െ𝟏𝟎𝟎 ൅ 𝟏 𝟐⁄ 𝟏𝟏𝟎𝟏ା𝟏𝟎% ൅ 𝟖𝟖𝟏ା𝟏𝟎% ൌ െ𝟏𝟎 ൏ 𝟎
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Coûts d’agence de l’endettement : exemple

 Comparaison projets investissements (suite)
 Autre investissement possible encore plus risqué (suite)

 VAN dette െ𝟏𝟎𝟎 ൅ 𝟏 𝟐⁄ 𝟏𝟏𝟎𝟏ା𝟏𝟎% ൅ 𝟖𝟖𝟏ା𝟏𝟎% ൌ െ𝟏𝟎 ൏ 𝟎
 VAN actions െ𝟎 ൅ 𝟏 𝟐⁄ 𝟐𝟐𝟏ା𝟏𝟎% ൅ 𝟎𝟏ା𝟏𝟎% ൌ 𝟏𝟎 ൐ 𝟎

 Les actionnaires augmentent encore leur VAN en 
augmentant le risque
 Au détriment des créanciers

 Ils ont intérêt à remplacer les actifs existants par des actifs 
plus risqués
 Asset substitution

 Les actionnaires disposent d’un ticket de loto gratuit et 
jouer au pari de la résurrection (gambling for recovery) 
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Coûts d’agence de l’endettement : exemple

 Comparaison projets investissements (suite)
 Les actionnaires ne créent pas de richesse pour l’entreprise, 

mais gagnent de l’argent au détriment des créanciers
 Cela ne change pas à ce stade la valeur des actifs, mais leur 

répartition entre actionnaires et créanciers
 Considérons maintenant le projet suivant

 𝑨𝟏 ൌ 𝟏𝟐𝟏 avec probabilité 𝟏 𝟐⁄
 𝑨𝟏 ൌ 𝟕𝟕 avec probabilité 𝟏 𝟐⁄
 𝑬 𝑨𝟏 ൌ 𝟗𝟗
 La VAN du projet est 𝟎 𝟏 𝒇
 VAN actionnaires 𝟏𝟏𝟏ା𝟏𝟎% 𝟎𝟏ା𝟏𝟎%
 VAN créanciers
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Coûts d’agence de l’endettement : exemple

 Comparaison projets investissements (suite)
 Dans l’exemple précédent, on a diminué la valeur de 

l’actif dans le cas défavorable (downside)
 Dans le cas favorable, la valeur de l’actif reste égale à 

comme dans le cas 2
 Les actionnaires ne sont pas affectés par une 

augmentation du « downside »
 Gravité du défaut

 Il est de leur intérêt de s’engager dans le projet précédent 
à VAN négative pour l’entreprise, mais positive pour les 
actionnaires

 Surinvestissement : investissement dans des projets à VAN 
négative pour l’entreprise (destruction de valeur)
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Coûts d’agence de la dette : 
aléa moral

 « ticket de loto gratuit »
 On parle ici bien du risque total

 Y compris le risque idiosyncratique
 Deux manières de créer de la valeur pour les actionnaires 

 Augmenter la valeur des actifs (A)
 Choix d’investissement à valeur actuelle nette positive

 Augmenter le niveau de risque total des actifs
 Peut augmenter la richesse des actionnaires alors même que la 

valeur actuelle des flux A est négative
 Conflit potentiel est maximal quand la valeur des actifs 

valeur contractuelle de remboursement de la dette
 Entreprise très endettée
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 Intérêt des actionnaires à augmenter le niveau 
de risque au détriment des créanciers

Exercice : augmentation de risque

 Investissement possible risqué
 Financement par dette uniquement

 𝑨𝟏 ൌ 𝟏𝟑𝟐 avec probabilité 𝟏 𝟐⁄ , 𝑨𝟏 ൌ 𝟖𝟖 avec probabilité 𝟏 𝟐⁄ , 𝜷𝑨 ൌ 𝟎, 𝟏
 𝑫𝟏 ൌ 𝟏𝟏𝟎 si 𝑨𝟏 ൌ 𝟏𝟑𝟐, 𝑫𝟏 ൌ 𝟖𝟖 si 𝑨𝟏 ൌ 𝟖𝟖
 VAN dette െ𝟏𝟎𝟎 ൅ 𝟏 𝟐⁄ 𝟏𝟏𝟎𝟏ା𝟏𝟎% ൅ 𝟖𝟖𝟏ା𝟏𝟎% ൌ െ𝟏𝟎 ൏ 𝟎
 VAN actions െ𝟎 ൅ 𝟏 𝟐⁄ 𝟐𝟐𝟏ା𝟏𝟎% ൅ 𝟎𝟏ା𝟏𝟎% ൌ 𝟏𝟎 ൐ 𝟎

 Considérons maintenant un investissement financé à 
50% par dette et 50% par fonds propres …
 Reprendre les calculs. Que conclure ?
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Exercice : augmentation de risque

 Considérons maintenant un investissement 
financé à 50% par dette et 50% par fonds propres 
…
 Reprendre les calculs. Que conclure ?

 𝑨𝟏 ൌ 𝟏𝟑𝟐 avec probabilité 𝟏 𝟐⁄ , 𝑨𝟏 ൌ 𝟖𝟖 avec 
probabilité 𝟏 𝟐⁄ , 𝜷𝑨 ൌ 𝟎, 𝟏

 𝑫𝟏 ൌ 𝟓𝟓 si 𝑨𝟏 ൌ 𝟏𝟑𝟐, 𝑫𝟏 ൌ 𝟓𝟓 si 𝑨𝟏 ൌ 𝟖𝟖
 VAN dette െ𝟓𝟎 ൅ 𝟏 𝟐⁄ 𝟓𝟓𝟏ା𝟏𝟎% ൅ 𝟓𝟓𝟏ା𝟏𝟎% ൌ 𝟎
 VAN actions െ𝟓𝟎 ൅ 𝟏 𝟐⁄ 𝟏𝟑𝟐ି𝟓𝟓𝟏ା𝟏𝟎% ൅ 𝟖𝟖ି𝟓𝟓𝟏ା𝟏𝟎% ൌ 𝟎

 Le conflit d’intérêt disparaît si l’entreprise est 
mieux capitalisée
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Coûts d’agence de la dette : 
aléa moral

 Jensen et Meckling (1976) ont mis en évidence les différents 
coûts d’agence liés à la gestion des entreprises

 Theory of the Firm: Managerial Behavior, Agency Costs and Ownership 
Structure

 http://www.ww.uni-magdeburg.de/bizecon/material/JensenMeckling_1976.pdf

 Parmi les coûts d’agence de l’endettement, on peut aussi 
mentionner l’extraction de liquidités

 Les actionnaires peuvent faire remonter à leur niveau un des 
liquidités et vider l’entreprise de sa substance (ses actifs)

 La plupart des régimes juridiques permettent d’annuler ces 
remontées de cash précédant la faillite

 Raccourcir la maturité de la dette, prévenir les manipulations 
comptables (maturité de l’option) sont des aussi des protections 
des créanciers
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Coût d’agence de la dette : formalisation de 
l’augmentation de risque

 Une « augmentation de risque » de l’actif peut 
entraîner un transfert de richesse des créanciers vers 
les actionnaires.

 On pourrait penser utiliser la variance de l’actif (ou 
de sa rentabilité) pour mesurer le risque

 Mais une augmentation de la variance n’implique 
pas toujours ce transfert de risque
 Sauf cas particuliers discutés ci-dessous

 Il est nécessaire de préciser ce que l’on entend par 
« augmentation de risque de l’actif »
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Aléa moral
 On suppose ଵ log-normal. Les actionnaires peuvent choisir 

entre deux niveaux de risque ு et ஻
 Le management des risques se résume ici à un choix de la volatilité 

des actifs.
 Les actionnaires sont l’agent, les créanciers le principal.
 L’aléa moral peut survenir quand les actionnaires peuvent choisir le 

niveau de risque 𝜎ு ,𝜎஻ (action de l’agent) sans que les créanciers le 
sachent (asymétrie d’information).

 Loterie sur les marchés financiers ou couverture des risques
 Les actionnaires peuvent ajouter une loterie (un pari sur les marchés 

financiers par exemple, qui est tel que 𝐸ொ 𝜀|𝐴ଵ ൌ 0 (n’augmente pas 
la valeur de l’actif) et 𝐴ଵ → 𝐴ଵ∗ ൌ 𝐴ଵ ൅ 𝜀

 Remarque : si 𝐸ொ 𝜀|𝐴ଵ ് 0 il est possible que la richesse des 
créanciers augmente, une 𝜀 corrélation négative entre 𝜀 et 𝐴ଵ
impliquant une couverture des risques
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Aléa moral, actions et prêts
 Conflit d’intérêt entre actionnaires et créanciers

 Deux manières de créer de la valeur pour les actionnaires
 Augmenter la valeur des actifs (A)

 Choix d’investissement à valeur actuelle nette positive
 Ceci revient à augmenter le niveau de l’« actif sous-jacent » 

 Actif sous-jacent aux actions et à la dette
 La prime d’une option d’achat avec le prix de l’actif sous-jacent

 Delta : dérivée de la prime de l’option par rapport au prix de l’actif 
sous-jacent

 Le Delta d’une option d’achat est positif
 Augmenter le niveau de risque

 𝐴ଵ → 𝐴ଵ∗ ൌ 𝐴ଵ ൅ 𝜀, 𝐸ொ 𝜀|𝐴ଵ ൌ 0 :  𝐴ଵ ≻ 𝐴ଵ∗ (Rotshchild & Stiglitz)
 Augmentation de la richesse des actionnaires sans augmentation de 

la valeur de l’actif
 Vega : dérivée de la prime d’une option par rapport à la volatilité du 

prix de l’actif sous-jacent
 Le Vega d’une option d’achat est positif
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Aléa moral, actions et prêts

 Conflit d’intérêt entre actionnaires et créanciers
 Intérêt des actionnaires à augmenter le niveau de risque 

 𝜀 « ticket de loto gratuit », 𝐸ொ 𝜀|𝐴ଵ ൌ 0
 𝐴ଵ → 𝐴ଵ∗ ൌ 𝐴ଵ ൅ 𝜀, 𝐴ଵ ≻௖௩ 𝐴ଵ∗ , asset substitution 

 Augmentation de risque au détriment des créanciers
 Si la valeur de l’actif n’augmente pas, la valeur de la dette diminue 

quand la valeur des actions augmente
 𝐴଴ ൌ 𝐾଴ ൅ 𝐷଴

 On parle ici bien du risque total de l’actif
 Lié à la « volatilité » de la rentabilité de l’actif
 Y compris le risque idiosyncratique (ou spécifique)
 Et pas du risque de marché (qui fait intervenir le Beta des actifs)

 Projet à VAN négative choisi par les actionnaires
 Si l’effet lié au Vega de l’option domine celui lié au delta

 Sur-investissement : choix de projet à VAN négative
20



Augmentation de risque
 Gambling for recovery : le pari de la résurrection, 

jouer à quitte ou double
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Aléa moral, actions et prêts

 Conflit d’intérêt entre actionnaires et créanciers
 L’aléa moral peut aussi entraîner un sous-investissement
 Abandon de projets à VAN positive réduisant le risque

 Implications pour le risk management des entreprises
 Demande d’assurance des risques industriels par les entreprises
 Même si les primes demandées par les compagnies d’assurance 

ne sont pas « chargées »
 Prime égale à l’espérance de la perte subie par l’entreprise
 A supposer que l’on puisse calculer une telle espérance de perte, 

c’est-à-dire « calculer » le risque.
 Réduction de risque détruit de la valeur pour les actionnaires
 BP a renoncé à assurer ses plates-formes pétrolières pour 

économiser des primes annuelles de l’ordre du milliard de $
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https://www.reuters.com/article/us-bp-deepwaterhorizon/bp-deepwater-
horizon-costs-balloon-to-65-billion-idUSKBN1F50NL

Le coût pour BP (British Petroleum) lié à la pollution induite par 
l’incendie de la plate-forme Deepwater Horizon en 2010 a été 
d’environ 65 milliards de dollars (soit soixante-cinq années de 
primes). 

Impact de la baisse de valeur des actifs sur les actions
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 Le cours de l’action BP a baissé de 50% (baisse d’environ 100 milliards de 
dollars) avant de remonter

 Il faut prendre en compte les pertes comptables liés à la dépollution, les 
amendes (16 milliards de dollars), mais aussi la baisse de la valeur de la 
« franchise » (« reputational effect”, très marqué aux Etats-Unis).

 On est cependant resté assez éloigné de la zone de faillite.



Le cas Procter & Gamble vs Bankers Trust
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Le cas Procter & Gamble vs 
Bankers Trust
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Le cas Procter & Gamble vs 
Bankers Trust

 Payoff lié à l’écart entre taux 5 ans et taux 30 
ans (« pente » de la « courbe des taux »)
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Procter & Gamble vs Bankers Trust
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Le cas Procter & Gamble vs Bankers Trust
 Smith (1997). Aggressive 

corporate finance: A close 
look at the Procter & 
Gamble-Bankers Trust 
leveraged swap. Journal of 
Derivatives.
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Procter & Gamble vs Bankers Trust
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Aléa moral, actions et prêts
 Conflit d’intérêt entre actionnaires et créanciers

 Conflit potentiel important quand la valeur des actifs est égale 
à la valeur contractuelle de remboursement de la dette
 Seuil de faillite

 Niveau de l’actif sous-jacent égal au prix d’exercice
 Option « à la monnaie »
 La valeur temps et le Vega sont élevés pour une option à la monnaie
 Les actionnaires d’une entreprise en difficulté ont plus d’incitations à 

augmenter le niveau de risque des actifs
 « Gambling for recovery », le pari de la résurrection 

 Intérêt pour les créanciers de pouvoir intervenir avant que 
l’actif devienne inférieur à ce qui est dû aux déposants
 liquidation ordonnée, early resolution
 La liquidation des actifs avant que ceux-ci ne deviennent inférieurs
 FDIC, Dodd Frank Act aux Etats-Unis
 Pouvoirs accrus donnés à l’ACPR, à la BCE et au SRB 
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Coûts d’agence de la dette
 Protection des créanciers contre le risque de substitution d’actifs

 Restriction sur les choix d’investissement
 « bond covenants » (clauses de sauvegarde ou de protection)
 Réglementation financière, banques, compagnies d’assurances
 Par exemple, projet de limiter les activités de trading pour 

compte propre des banques
 La « règle Volcker » présuppose que ces activités sont plus 

risquées que les activités de banque commerciale
 Limiter les taux d’endettement

 Ratio de fonds propres minimal pour les banques augmentant 
avec les risques des crédits clients

 Crédits subprimes, etc.
 Limitations de la clause de responsabilité limitée

 Sûreté personnelles, cautions
 En cas de manquements aux bonds covenants, obligation des 

actionnaires à recapitaliser l’entreprise
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Paul Volcker
http://en.wikipedia.org/wiki/Paul_Volcker

Coûts d’agence de la dette

 Protection des créanciers contre le risque de substitution d’actifs
 « monitoring » des risques

 Contrôler les risques pris par les actionnaires
 Exigences d’information financière

 Problème du passager clandestin
 Si beaucoup de « petits prêteurs », personne n’est incité à faire 

ce travail de surveillance
 D’où l’idée de confier ce travail de surveillance à un 

« superviseur » (gendarme)
 Action ex-ante à ne pas confondre avec l’action ex-post d’un 

administrateur judiciaire
 Liquidation ordonnée, « early resolution »

 Possibilité donnée au superviseur de liquider une banque solvable 
pour être certain du remboursement des dépôts à vue garantis

 Dans tous les cas, le monitoring est coûteux
36

Danièle Nouy, présidente du conseil de surveillance du 
Mécanisme de Supervision Unique



Coûts d’agence de 
la dette

 Éléments pouvant contribuer à limiter le prise de risque 
excessive des actionnaires des entreprises en difficulté
 Aversion vis-à-vis du risque des dirigeants
 Si la politique de rémunération ne crée pas trop 

d’incitations à la prise de risque
 La valeur des stock-options augmente avec le risque
 Pas le cas pour les paiements en actions

 L’existence d’actifs immatériels importants difficile à vendre 
sans rabais importants atténue le conflit d’intérêt entre 
actionnaires et créanciers
 En cas de disparition de la franchise, actionnaires et créanciers 

ont un intérêt commun à la continuation de l’activité et à la 
restructuration  
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Jamie Dimon
http://en.wikipedia.org/wiki/Jamie_Dimon

Coût d’agence de la dette

 En principe, les créanciers anticipent la possibilité d’une 
augmentation du risque des actifs, à leur détriment.

 Ce qui se manifeste par une hausse du coût du refinancement 
des entreprises

 Dans le cas des banques, augmentation du risque de course aux 
guichets (bank runs) et de crises de liquidité

 Notamment pour les dépôts des entreprises (wholesale funding) 
en principe non assurés (étude de cas Northern Rock)

 Hors dans le cas de SVB, la Fed et le FDIC ont décidé d’assurer 
tous les dépôts (bailout)

 Ce type d’action est amené à limiter l’effet de la discipline de 
marché

38

Coût d’agence de la dette

 Danielsson remet au gout du jour la 
problématique traditionnelle

 En cas de crise, il est difficile pour une banque 
centrale de ne pas procéder à des bailouts

 L’analyse des interventions de la Fed au 
moment du Covid tend à montrer que l’octroi 
de liquidités en $
 US dollar swap lines, FIMA repo facility pour les 

agents n’ayant pas un accès direct à la Fed

 A diminué les craintes de baisse des prix des 
actifs (Greenspan put)

 Et diminué la discipline de marché
 Bevilacqua, Brandl-Cheng., Danielsson, Ergun, Uthemann & 

Zigrand (2021). The calming of short-term market fears and its 
long-term consequences: The central banks’ dilemma. 39 40



41

https://www.youtube.com/watch?v=xh62ATjA6mI

Aléa moral, actions et prêts

 Contrôle continu du vendredi 2 mars
 Cleveland contre Wall Street
 Questions sur le film et la crise des subprimes
 Exercice à partir de l’article de Myers (JFE 1977)

 VAN en « marchés complets »
 Opportunité d’investissement, « growth options »
 Sous-investissement

 L’article en pdf est accessible via google scholar : http://scholar.google.fr/
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Modèle structurel et augmentation du risque
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Modèle structurel et augmentation du risque
 Rappel : modèle structurel et actifs contingents
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Modèle structurel et augmentation du risque
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Rubinstein (2003). Great moments in financial economics: II. Modigliani-Miller 
Theorem. Journal of Investment Management.

Modèle structurel et augmentation du risque
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Modèle structurel et augmentation du risque Modèle structurel et augmentation du risque
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Modèle structurel et augmentation du risque

51

Modèle structurel et augmentation du risque
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Modèle structurel et augmentation du risque
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Modèle structurel et augmentation du risque

 Remarque : l’évaluation linéaire en l’absence de 
d’opportunités d’arbitrage (positive linear pricing rule) est 
équivalente à l’existence de prix positifs d’actifs contingents)

 Et est équivalente à la règle « néo-classique » de la VAN
 Nous n’avons considéré en cours que le cas des marchés 

complets
54

Exercice : augmentation du risque

 ଵ, valeur (aléatoire) de l’actif à la date vaut soit , soit . 
 Risque binaire 
 On suppose que : 0 ൏ 𝑑 ൏ 𝑢

 On note ଴ ( ଴ ), le montant apporté par les créanciers et 
le taux nominal. Donner une condition sur l’endettement pour 
que l’entreprise puisse être en défaut.
 𝐷଴ ൐ ௗଵା௜

 Pour que l’entreprise puisse être solvable ?
 𝐷଴ ൏ ௨ଵା௜

 On supposera par la suite que ଴ . On note ௙
le taux sans risque. Montrer que ௙.
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Exercice : augmentation du risque

 Si 𝑖 ൏ 𝑟௙, 𝑑 ൏ 𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 ൏ 𝐷଴ 1 ൅ 𝑟௙
 Le taux de rentabilité (aléatoire) de la dette est alors toujours inférieur 

au taux sans risque. On peut réaliser un arbitrage en vendant la dette 
d’entreprise et en plaçant au taux sans risque.

 En l’absence d’opportunité d’arbitrage, 𝑖 ൐ 𝑟௙
 Prime de risque 𝑖 െ 𝑟௙ ൐ 0

 On suppose les fonds propres investis positifs : ଴ . En 
déduire des inégalités pour qu’il n’y ait pas d’opportunité 
d’arbitrage entre placements en actions et sans risque.
 0 ൏ 𝐸଴ 1 ൅ 𝑟௙ ൏ 𝑢 െ 𝐷଴ 1 ൅ 𝑖
 La première inégalité peut se réécrire comme 𝑟௙ ൐ 100% et est 

automatiquement vérifiée
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Exercice : augmentation du risque

 On note la probabilité risque-neutre d’être dans l’état et ௙, le taux sans risque. Valeur économique des fonds propres ?


௤ଵା௥೑ 𝑢 െ 𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 . 𝑞 est aussi le prix

 On suppose que valeurs comptable et économique des fonds 
propres correspondent. En déduire la valeur de 

 𝐸଴ ൌ ௤ଵା௥೑ 𝑢 െ 𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 , d’où 𝑞 ൌ ாబ ଵା௥೑௨ି஽బ ଵା௜
 Vu que 0 ൏ 𝐸଴ 1 ൅ 𝑟௙ ൏ 𝑢 െ 𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 , 0 ൏ 𝑞 ൏ 1

 On suppose que valeurs comptable et économique de la dette 
correspondent. En déduire la valeur de 

 𝐷଴ ൌ ௤஽బ ଵା௜ ା ଵି௤ ௗଵା௥೑ , 𝑞 ൌ ஽బ ଵା௥೑ ିௗ஽బ ଵା௜ ିௗ
 Vu que 𝑑 ൏ 𝐷଴ 1 ൅ 𝑟௙ ൏ 𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 , 0 ൏ 𝑞 ൏ 1

57

Exercice : augmentation du risque

 Valeurs économiques et comptables des fonds propres et des 
dettes coïncident. En déduire une autre relation et l’interpréter

 𝐴଴ ൌ 𝐸଴ ൅ 𝐷଴ ൌ ௤ ௨ି஽బ ଵା௜ ା௤஽బ ଵା௜ ା ଵି௤ ௗଵା௥೑ ൌ ௤௨ା ଵି௤ ௗଵା௥೑
 Valeurs comptable (à gauche) et économique (à droite) de l’actif 

coïncident.

 Montrer que ଴ ௙
 Comme 0 ൏ 𝑞 ൏ 1, et 𝑑 ൏ 𝑢, 𝐴଴ 1 ൅ 𝑟௙ ൌ 𝑞𝑢 ൅ 1 െ 𝑞 𝑑 ∈ 𝑑,𝑢
 Cela confirme qu’il n’y a pas d’opportunité d’arbitrage entre l’actif 

risqué et l’actif sans risque (puisqu’il n’y en pas au niveau des actions 
et des dettes qui constituent l’actif).

 On suppose ଴ , ௙ et donné. Comment peut-on 
faire varier et sans faire varier la valeur de l’actif ?
 On considère des couples 𝑢,𝑑 , 0 ൏ 𝑑 ൏ 𝑢 avec 𝑞𝑢 ൅ 1 െ 𝑞 𝑑 ൌ 1
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Exercice (suite)

 On va maintenant introduire une possible seconde source de 
risque

 Et considérer des produits financiers associés à cette source de 
risque

 Produits pouvant être associés à des fins de couverture du 
risque de l’actif existant et/ou de spéculation (pari).

 On note les deux états futurs possibles associés à la 
nouvelle source de risque.

 On est ainsi amené à considérer l’espace produit 
, soit quatre états 

 On suppose qu’il existe un marché des actifs contingents aux 
états 

 ଵ : prix de l’actif contingent à l’état 
59

Exercice (suite)

 Acheter l’actif sans risque et vendre le produit continent à 
l’état permet de synthétiser l’actif contingent à l’état 

 D’où ଵଵା௥೑ ଵ ଶ. ଶ : prix de l’actif contingent à l’état 

 Par la suite, pour simplifier les écritures, on supposera 𝑟௙ ൌ 0
 Trois actifs linéairement indépendants

 Actif contingent à l’état 𝑢 : paye 1 si 𝑢, 1 ou 𝑢, 2 se réalise et 
zéro sinon

 Actif contingent à l’état 1 : paye 1 si 𝑢, 1 ou 𝑑, 1 se réalise et 
zéro sinon

 Actif sans risque : paye 1 dans les quatre états possibles : 𝑢, 1 , 𝑢, 2 , 𝑑, 1 , 𝑑, 2
 Quatre états, trois actifs : marché incomplet
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Exercice (suite)

 On suppose que le risque supplémentaire qui est introduit est 
indépendant (sous ) du risque associé à l’actif

 Ceci se traduit par ଵ
 On vérifie que cela implique
 𝑄 𝑢, 2 ൌ 𝑞 ൈ 𝜋ଶ
 𝑄 𝑑, 1 ൌ 1 െ 𝑞 ൈ 𝜋ଵ
 𝑄 𝑑, 2 ൌ 1 െ 𝑞 ൈ 𝜋ଶ
 Probabilités jointes ൌ produit des probabilités marginales

 Avec l’hypothèse précédente, les probabilités des quatre états 
élémentaires sont bien définies
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Exercice (suite)

 Passage de l’actif contingent à l’état 1 à un contrat forward
(ou swap)

 : Actif sans risque

 : actif contingent à 

 ଵ
62

ሺ1ሻ
ሺ2ሻ

ଵ

ଵ
ଵ

ሺ1ሻ
ሺ2ሻ
ሺ1ሻ
ሺ2ሻ

Exercice (suite)

 Normalisation du contrat forward

 ଵ


ଵଵିగభ ଵ

 On note ଶ∗ గభగమ
63

ଵ
ଵ ሺ1ሻ

ሺ2ሻ

ଵ ଵ ଵଶ
ሺ1ሻ
ሺ2ሻ

Exercice (suite)

 Représentation des risques sous la forme d’un arbre
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଴ ଶ∗
ଶ∗

ଵ
ଵ
ଶ
ଶ



Exercice (suite)

 On note ଵ le (payoff dû) produit dérivé (de type swap) qui 
paye dans l’état et ଶ∗ dans l’état 

 Si l’entreprise achète unités du swap précédent l’actif 
de l’entreprise devient ଵ ଵ

 Remarques :
 𝐸ொ 𝑉ଵ ൌ 0 : valeur du contrat forward ൌ 0
 Le contrat forward permet de transférer de la richesse entre l’état 1 et 

l’état 2
 Propriétés (asset substitution)

 (𝐸ொ 𝑉ଵ|𝐴ଵ ൌ 0)
 ∀𝜃 ∈ ℝ,𝐸ொ max 𝐴ଵ ൅ 𝜃𝑉ଵ െ 𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 ; 0 ൒ 𝐸ொሾmaxሺ𝐴ଵ െ𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 ; 0ሻሿ
 ∀𝜃 ∈ ℝ, 𝐸ொ min 𝐴ଵ ൅ 𝜃𝑉ଵ;𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 ൑ 𝐸ொ max 𝐴ଵ;𝐷଴ 1 ൅ 𝑖
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Exercice (suite)

 Exemple numérique : , , ଴ , 
, ଵ

 𝐸ொ min 𝐴ଵ ൅ 𝜃𝑉ଵ;𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 ൌ ଵସ ൈ ൫min 130 ൅ 𝜃; 110 ൅min 130 െ 𝜃; 110 ൅ min 90 ൅ 𝜃; 110 ൅ min 90 െ 𝜃; 110 ൯
 min 130 ൅ 𝜃; 110 ൌ 110 ൅ min 20 ൅ 𝜃; 0
 En poursuivant ces simplifications,


ଵସ ൈ ൫min 130 ൅ 𝜃; 110 ൅ min 130 െ 𝜃; 110 ൅ minሺ90 ൅𝜃; 110ሻ ൅ min 90 െ 𝜃; 110 ൯
 Pour 𝜃 ൌ 0 (pas de « couverture), valeur de la dette ൌ 100 ( ଵଶ ൈ110 ൅ ଵଶ ൈ 90).

 Pour 𝜃 ൌ േ20, valeur de la dette ൌ 100 ( ଷସ ൈ 110 ൅ ଵସ ൈ 70). Risque 
de défaut moins fréquent, mais gravité du défaut, plus importante.
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Exercice (suite)

 En abscisse le nombre de contrats achetés ou vendus.
 La valeur de la dette est constante et égale à 90 quand la 

position est (en valeur nominale) inférieure à 20.
 La valeur de la dette diminue avec le montant de la position
 Elle devient nulle quand le montant de la position est 
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Exercice (suite) : conflit d’agence entre 
actionnaires et créanciers

 Comme la valeur de la position en produits dérivés est nulle, 
la valeur des actions + celle de la dette reste égale à la valeur 
de l’actif, soit ଵଶ

 Valeur des actions vs exposition en produits dérivés.

 Les actionnaires ont intérêt à augmenter le niveau de risque, 
jusqu’à potentiellement « exproprier » les créanciers
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Exercice (suite) – à vérifier

 Exemple numérique : , , ଴ , , ଵ non fixés


ொ ଵ ଵ ଴ ଵଶ ଵଶ ଵ ଶ
 La fonction précédente est affine par morceaux. 

 Si െ20min 𝜋ଶ 𝜋ଵ; 1⁄ ൑ 𝜃 ൑ 20, valeur constante 𝑞𝜋ଵ110 ൅𝑞𝜋ଶ110 ൅ 1 െ 𝑞 𝜋ଵ90 ൅ 1 െ 𝑞 𝜋ଶ90 ൌ 𝑞110 ൅ 1 െ 𝑞 90
 Si 𝜃 ൒ 20, 𝑞𝜋ଵ110 ൅ 𝑞𝜋ଶ 130 െ 𝜃 ൅ 1 െ 𝑞 𝜋ଵ110 ൅ ሺ1 െ𝑞ሻ𝜋ଶ 90 െ 𝜃 𝜋ଵ 𝜋ଶ⁄ ൌ െ 𝑞𝜋ଶ ൅ 1 െ 𝑞 𝜋ଵ 𝜃 െ 20 ൅ 𝑞110 ൅1 െ 𝑞 90
 Si 𝜋ଶ 𝜋ଵ⁄ ൒ 1 et െ20𝜋ଶ 𝜋ଵ⁄ ൑ 𝜃 ൑ െ20, la pente est égale à 𝑞𝜋ଵ
 Si 𝜋ଶ 𝜋ଵ⁄ ൒ 1 et 𝜃 ൑ െ20𝜋ଶ 𝜋ଵ⁄ , la pente est égale à 𝜋ଵ
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Exercice (suite) – à vérifier

 Exemple : 𝑢 ൌ 130, 𝑑 ൌ 90, 𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 ൌ 110, 𝑞 ൌ 3/4, 𝜋ଵ ൌ1 3⁄ , 𝜋ଶ 𝜋ଵ⁄ ൌ 2


ଵସmin 130 ൅ 𝜃; 110 ൅ ଵଶmin 130 െ 𝜃; 110 ൅ ଵଵଶminሺ90 ൅𝜃; 110ሻ ൅ ଵ଺min 90 െ 𝜃 2⁄ ; 110
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Exercice (suite)

 , ொ ଵ ଵ ଴ொ ଵ ଴
 On considère ொ ଵ ଵ ଴ et on commence 

par considérer l’espérance à ଵ fixé
 (Rappel) : théorème de l’espérance itérée
 Soit 𝑓 fonction de 𝐴ଵ et 𝑉ଵ, 𝐸ொ 𝑓 𝐴ଵ,𝑉ଵ |𝐴ଵ  est défini comme 𝜑 𝐴ଵ ൌ𝜋ଵ𝑓 𝐴ଵ, 1ሻ ൅ 𝜋ଶ 𝑓 𝐴ଵ,െ𝜋ଶ∗ሻ
 Par ailleurs, 𝐸ொ 𝜑 𝐴ଵ ൌ 𝑞𝜑 𝑢 ൅ 1 െ 𝑞 𝜑 𝑑
 𝐸ொ 𝑓 𝐴ଵ,𝑉ଵሻ ൌ 𝐸ொ 𝐸ொ 𝑓 𝐴ଵ,𝑉ଵ |𝐴ଵ
 Preuve : 𝐸ொ 𝑓 𝐴ଵ,𝑉ଵ ൌ 𝑞𝜋ଵ𝑓 𝑢, 1ሻ ൅ 𝑞𝜋ଶ𝑓 𝑢,െ𝜋ଶ∗ሻ ൅ ሺ1 െ𝑞ሻ𝜋ଵ𝑓 𝑑, 1ሻ ൅ 1 െ 𝑞 𝜋ଶ 𝑓 𝑑,െ𝜋ଶ∗ሻ
 𝐸ொ 𝑓 𝐴ଵ,𝑉ଵ ൌ 𝑞𝜑 𝑢 ൅ 1 െ 𝑞 𝜑 𝑑 ൌ 𝐸ொ 𝜑 𝐴ଵ ൌ𝐸ொ 𝐸ொ 𝑓 𝐴ଵ,𝑉ଵ |𝐴ଵ
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Exercice (suite)

 On considère ଵ ଵ ଵ ଵ ଴
 Vu le transparent précédent, 𝐸ொ min 𝐴ଵ ൅ 𝜃𝑉ଵ;𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 ൌ𝐸ொ 𝜋ଵmin 𝐴ଵ ൅ 𝜃;𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 ൅ 𝜋ଶmin 𝐴ଵ െ 𝜃𝜋ଶ∗;𝐷଴ 1 ൅ 𝑖

 On « fixe » 𝐴ଵ et on calcule d’abord l’espérance par rapport à 𝑉ଵ
 𝑥 → min 𝑥,𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 est concave et comme 𝜋ଶ ൌ 1 െ 𝜋ଵ ∈ 0,1
 𝜋ଵmin 𝐴ଵ ൅ 𝜃;𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 ൅ 𝜋ଶmin 𝐴ଵ െ 𝜃𝜋ଶ∗;𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 ൑min 𝜋ଵ 𝐴ଵ ൅ 𝜃 ൅ 𝜋ଶ 𝐴ଵ െ 𝜃𝜋ଶ∗ ;𝐷଴ 1 ൅ 𝑖
 Or, comme 𝜋ଶ∗ ൌ గభగమ, 𝜋ଵ𝜃 ൅ 𝜋ଶ െ𝜃𝜋ଶ∗ ൌ 𝜋ଵ𝜃 ൅ 𝜋ଶ െ𝜃 𝜋ଵ 𝜋ଶ⁄ ൌ 0 et 𝜋ଵ𝐴ଵ ൅ 𝜋ଶ𝐴ଵ ൌ 𝐴ଵ
 min 𝜋ଵ 𝐴ଵ ൅ 𝜃 ൅ 𝜋ଶ 𝐴ଵ െ 𝜃𝜋ଶ∗ ;𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 ൌ min 𝐴ଵ;𝐷଴ 1 ൅ 𝑖
 𝜋ଵmin 𝐴ଵ ൅ 𝜃;𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 ൅ 𝜋ଶmin 𝐴ଵ െ 𝜃𝜋ଶ∗;𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 ൑min 𝐴ଵ;𝐷଴ 1 ൅ 𝑖
 D’où 𝐸ொ min 𝐴ଵ ൅ 𝜃𝑉ଵ;𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 ൑ 𝐸ொ min 𝐴ଵ;𝐷଴ 1 ൅ 𝑖
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Exercice (suite)

 Le théorème de l’espérance itérée prend différentes formes
 L’espérance d’une variable aléatoire (v.a.) est l’espérance de 

l’espérance conditionnelle de cette v.a.
 Sachant la valeur prise par une autre v.a.
 Quel événement se réalise parmi une partition de l’espace d’état;
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Exercice (suite)

 Couverture par Credit Default Swap (off-balance sheet)
 Payoff pour le vendeur de protection 


 Ou titrisation (on-balance sheet) avec réinvestissement des 
actifs cédés en actif sans risque
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଴ ௙
଴ ௙

଴

Exercice (suite)

 Évolution des valeurs de l’actif après l’opération de 
couverture du risque

 Actif + payoff de l’acheteur de protection

 Détention de unités d’actif et unités d’actif 
sans risque
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଴ ௙଴ ଴ ௙

଴ ௙଴ ଴ ௙

Exercice (suite)

 Propriété : On note ଵ∗ ଵ ଴ ௙ , . 
Alors, ଵ∗ ଴ est décroissant en 
 La valeur de la dette diminue avec l’ampleur de la titrisation

 Il en résulte que 𝐸 𝐴ଵ∗ െ 𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 ା augmente avec 𝜆
 La couverture du risque à l’actif entraîne un transfert de 

richesse au profit des actionnaires
 Exemple numérique : ଴ , ௙ , . 

 𝐴଴ ൌ 𝑞𝑢 ൅ 1 െ 𝑞 𝑑 ൌ 110
 Avec 𝜆 ൌ 0 : 𝜆𝑢 ൅ 1 െ 𝜆 𝐴଴ ൌ 130, 𝜆𝑑 ൅ 1 െ 𝜆 𝐴଴ ൌ 90, valeur de 

la dette : 𝑞 ൈ 130 െ 110 ൅ 1 െ 𝑞 0 ൌ 10
 Avec 𝜆 ൌ 1 2⁄ : 𝜆𝑢 ൅ 1 െ 𝜆 𝐴଴ ൌ 120, 𝜆𝑑 ൅ 1 െ 𝜆 𝐴଴ ൌ 100, 

valeur de la dette : 𝑞 ൈ 120 െ 110 ൅ 1 െ 𝑞 0 ൌ 5
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Brève étude de cas

 Le 24 mars 1989, le pétrolier Exxon Valdez s'échoue sur la côte Sud de 
l'Alaska. C'est une marée noire sans précédent : 7 000 km de marée noire, 
40 000 tonnes de pétrole brut déversé dans l'océan, 800 km de côtes 
recouvertes
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Brève étude de cas

 Pour payer les dommages en 
prévision de sa condamnation, 
Exxon avait demandé 
une facilité de caisse de 
5 milliards à JP Morgan. 

78

Brève étude de cas
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Brève étude de cas

 On retrouve l’idée qu’une entreprise en bonne santé financière 
n’a pas forcément intérêt à prendre des risques inconsidérés

 … Pour protéger sa franchise
 Les produits dérivés sont un moyen simple de transférer des 

risques
 Ici du risque de défaut, via un CDS sur Exxon

 Credit Default Swap : produit de hors-bilan, pas d’échange initial de 
liquidités (hors initial margin).

 En termes de tarification et de gestion des risques, la banque, 
ici JP Morgan a « juste » besoin de trouver une contrepartie, 
qui va vendre la protection (pour clore la position ouverte)

 À un tarif (spread) suffisamment bas, pour qu’elle dégage une 
marge (positive).
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Brève étude de cas
 Le concept était attractif, car dans le 

cas d’Exxon, noté à l’époque AAA, 
la probabilité de défaut à un horizon 
d’un an était « négligeable »

 De l’ordre de 1/150 000. En théorie 
de la décision, une probabilité est 
dite négligeable, si elle est négligée
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Brève étude de cas
 Exemple : Credit Default Swaps sur Citi(group) pour 

différentes maturités, fin novembre 2008
 255 bps pour cinq ans de maturité (soit 19,3% de probabilité 

implicite/risque-neutre de défaut)
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Gestion des risques et intérêt des actionnaires 
et des créanciers

 Les résultats précédents, dans le cadre d’un modèle 
statique ont un aspect décevant pour les promoteurs de la 
gestion des risques
 Les actionnaires décident de la gestion financière
 Ils sont incités à prendre des paris sans rapport avec leur 

activité
 Ils ne sont pas incités à une gestion prudente, visant à 

limiter leurs risques en les externalisant
 Pour avoir une meilleure appréhension du compromis à 

trouver, il faut introduire une motivation à diminuer les 
risques
 Ne pas perdre la valeur des actifs intangibles
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Gestion des risques et intérêt des actionnaires 
et des créanciers

 On va supposer que l’on peut diviser les actifs en deux :
 Les actifs tangibles inscrits au bilan à leur valeur de marché
 Les actifs intangibles n’apparaissent pas dans le bilan et voient 

leur valeur réduite à zéro en cas de détresse financière et de 
liquidation (sunk cost).

 On distingue entre liquidation ordonnée (orderly resolution
protection de la valeur des actifs intangibles – AIG) et non-
ordonnée (activités européennes de Lehman Brothers)

 Il y a « faillite » si les actifs tangibles sont inférieurs au montant 
dû aux créanciers.

 La présence d’actifs intangibles peut amener à modifier 
les incitations des actionnaires
 Diminuer le risque permet de protéger la valeur des actifs 

intangibles.
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Gestion des risques et intérêt des actionnaires 
et des créanciers

 Exemple numérique (suite) : impact de la perte possible des 
actifs intangibles en cas de liquidation
 𝑟௙ ൌ 0, 𝑞 ൌ 1 2⁄ , 𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 ൌ 55
 𝑢 ൌ 𝑢௧ ൅ 𝑢௜ ൌ 70 ൅ 60 ൌ 130
 𝑑 ൌ 𝑑௧ ൅ 𝑑௜ ൌ 50 ൅ 40 ൌ 90

 Valeur des actions sans couverture du risque des actifs
 1 2⁄ ൈ 130 െ 55 ൅ 1 2⁄ ൈ 50 െ 55 ା ൌ 𝟑𝟕,𝟓

 Valeur des actifs après couverture du risque des actifs
 𝑢 ൌ 𝑢௧ ൅ 𝑢௜ ൌ 60 ൅ 60 ൌ 130 (𝑢௧ passe de 70 à 60)
 𝑑 ൌ 𝑑௧ ൅ 𝑑௜ ൌ 60 ൅ 40 ൌ 90 (𝑑௧ passe de 50 à 60)

 Valeur des actions avec couverture du risque des actifs
 1 2⁄ ൈ 120 െ 55 ൅ 1 2⁄ ൈ 100 െ 55 ൌ 𝟔𝟎

 La valeur des actions augmente si couverture du risque
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Gestion des risques et intérêt des actionnaires 
et des créanciers

 On établit une typologie des opérations de transfert de risque
 Mutuellement bénéfique pour les actionnaires et les créanciers 

si réduction du risque des actifs tangibles permettant d’éviter 
les situations de détresse financière et de protéger la valeur des 
actifs intangibles

 Au bénéfice des actionnaires et au détriment des créanciers, si 
augmentation du risque, par exemple avec des produits 
dérivés, en connexion ou pas avec l’activité et si la valeur des 
actifs intangibles est nulle ou faible (a fortiori si elle est 
négative)

 D’où l’attention à porter par les créanciers aux entreprises dont 
le P/B est : doctrine standard de la supervision financière 
(attention au gamble for recovery et à la profitabilité)
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Formalisation de l’augmentation du risque : 
comparaison entre variables aléatoires

89

Rappels succincts de probabilité

 Variables aléatoires associées à une loi de probabilité 
avec densité (rappel succinct)
 Variable aléatoire réelle 𝑋
 𝑥 ∈ ℝ → 𝐹 𝑥 ൌ 𝑃 𝑋 ൑ 𝑥 ൌ 𝑃 𝑋 ∈ െ∞, 𝑥
 𝑃 : probabilité, 𝐹 : Fonction de répartition
 𝐹 est une fonction croissante (au sens large), avec lim௫→ିஶ𝐹 𝑥 ൌ0, lim௫→ஶ𝐹 𝑥 ൌ 1

 Soit , tel que est bien défini
 La fonction est la loi de probabilité de 
 Connaître la fonction de répartition suffit à déterminer 

la loi de probabilité de : 
 Etant donné 𝐹, il existe une unique loi de probabilité dont la 

fonction de répartition est F
90

Rappels succincts de probabilité : 
 𝑋, variable aléatoire réelle positive, admet une densité 𝑓 si l’on peut écrire la 

fonction de répartition 𝐹 comme
 𝑥 ∈ ℝ → 𝐹 𝑥 ൌ 𝑃 𝑋 ൑ 𝑥 ൌ ׬ 𝑓 𝑢௫଴ 𝑑𝑢 ൌ ׬ 1 ଴,௫ 𝑢 𝑓 𝑢 𝑑𝑢ஶିஶ
 𝑓 : fonction réelle positive intégrable, d’intégrale égale à 1
 𝑥 ∈ ℝ → 𝑓 𝑥 ൒ 0 et ׬ 𝑓 𝑢 𝑑𝑢 ൌ 1ஶିஶ
 La mesure de Lebesgue est telle que 𝜇 𝑎, 𝑏 ൌ 𝑏 െ 𝑎, pour, 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 0 ൑𝑎 ൑ 𝑏. C’est la mesure « longueur ». On remarque que ׬ 𝑑𝑢 ൌ 𝑏 െ 𝑎௕௔
 Soit 𝐴 ⊂ ℝ, si 𝜇 𝐴 ൌ ׬ 1஺ 𝑢 𝑑𝑢ஶିஶ est bien définie, 𝜇 𝐴 est la mesure de 

Lebesgue (la longueur) de 𝐴
 Tout sous-ensemble de ℝ n’est pas mesurable, mais la plupart des 

sous-ensembles « usuels » de ℝ le sont.
 Propriété : 𝜇 𝐴 ൌ 0 ⇒ 𝑃 𝑋 ∈ 𝐴 ൌ ׬ 1஺ 𝑢 𝑓 𝑢 𝑑𝑢ஶିஶ ൌ 0
 La loi de 𝑋 est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue
 Les lois normales, log-normales, exponentielles sont dans ce cas
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Formalisation de l’augmentation de risque

 Rappel du cadre standard de l’économie du risque 
 Pour comparer deux « loteries » (valeurs d’actifs)
 Les préférences d’un agent se caractérisent par sa fonction 

d’utilité 𝑢
 𝑋 est préféré à 𝑌 si et seulement si 𝐸 𝑢 𝑋 ൐ 𝐸 𝑢 𝑌
 𝒖 est croissante (on préfère plus de richesse à moins) et définie 

à une transformation affine croissante près : ᇱ
 Théorème de Von Neumann et Morgenstern

 est concave : ᇱᇱ (on suppose ᇱᇱ bien définie)
 Concavité de 𝑢 : en microéconomie, utilité marginale 

décroissante de la consommation.
 En économie du risque, aversion vis-à-vis du risque

 Ce point ne sera pas développé dans le cours cette année 
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Formalisation de l’augmentation de risque
 On est amené à comparer pour des 

fonctions croissantes, concaves, croissantes et concaves.
 Ordre stochastique associé à une famille de fonctions

 Integral Stochastic Orders

 𝐸௉ 𝑢 𝑋 ൌ 𝑢׬ 𝑥 𝑑𝑃௑ 𝑥 (théorème dit « de transfert »)
 𝑃௑ (loi de 𝑋) : mesure de probabilité sur ℝ définie par 𝑃௑ െ∞, 𝑥 ൌ 𝑃 𝑋 ൑ 𝑥 ,∀𝑥 ∈ ℝ
 Si 𝑃௑ admet une densité 𝑓 (par rapport à la mesure de Lebesgue), ׬𝑢 𝑥 𝑑𝑃௑ 𝑥 ൌ 𝑢׬ 𝑥 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

 Soit une famille de fonctions réelles 𝑢, par exemple les fonctions 
convexes, les fonctions concaves : ℊ

 On dira que 𝑋 ≽ℊ 𝑌 si ∀𝑢 ∈ ℊ, ׬𝑢 𝑥 𝑑𝑃௑ 𝑥 ൒ 𝑢׬ 𝑥 𝑑𝑃௒ 𝑥
 ℊ : famille génératrice de l’ordre stochastique ≽ℊ
 Sous quelques conditions techniques ≽ℊ est une relation d’ordre
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Formalisation de l’augmentation de risque

 Ces concepts ont une longue histoire en mathématiques 
(théorie des ordres stochastiques), en théorie de la fiabilité, en 
économie du risque, dans le domaine de la finance, de 
l’assurance et de l’actuariat.
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Coût d’agence de la dette : formalisation de 
l’augmentation de risque

 Ordres stochastiques usuels
 Dominance stochastique ou ordre stochastique usuel : 

fonctions croissantes
 Ordre convexe (ou concave) : fonctions convexes (ou 

concaves)
 La dominance stochastique au second ordre ou ordre 

croissant concave : croissantes et concaves
 Ordre « stop-loss » : ା

 Pour chacun de ces ordres :
 Nous verrons plusieurs caractérisations équivalentes
 Les implications sur les espérances et les variances des risques
 Des relations entre ces ordres et des illustrations et exemples
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Formalisation de l’augmentation du risque : 
dominance stochastique
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Dominance stochastique

 Définition 1 (dominance stochastique au premier ordre)
 Soit deux variables aléatoires réelles et 

 définies sur un espace probabilisé Ω,ℱ,𝑃 . 

 domine stochastiquement on note ௦௧ , 
 Si et seulement ௉ ௉ pour toute fonction 

croissante (telle que les espérances sont bien définies).
 Dominance stochastique au premier ordre

 ௦௧ est souvent appelé ordre stochastique usuel.
 On note aussi ிௌ஽
 Les fonctions d’utilité sont croissantes, il est pertinent en 

économie de se placer dans ce cadre.
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Dominance stochastique

 Lien avec les fonctions de répartition.
 On note ௑ et ௒ les fonctions de répartition, associées 

respectivement à et 
 ௑ , ௒

 Définition 2 : est dominé par pour l’ordre 
stochastique usuel si ௑ ௒
 ௑ ௒ Il est plus probable que prenne 

des petites valeurs que 
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Dominance stochastique
 Fonctions de répartition : cas log-normal

 𝜎 ൌ 20%, 𝜇 ൌ 30%, 𝜇 ൌ 15%, 
 𝑋 ൌ exp 0,15 ൅ 0,2𝑈 ≺௦௧ 𝑌 ൌ exp 0,30 ൅ 0,2𝑈 , 𝑼~𝑵 𝟎,𝟏
 𝐹௑ 𝑥 ൌ 𝑃 exp 0,15 ൅ 0,2𝑈 ൏ 𝑥 , 𝐹௒ 𝑥 ൌ 𝑃 exp 0,30 ൅ 0,2𝑈 ൏ 𝑥
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Dominance stochastique
 Montrons que (1) (2)

 ௑ , ௒
 Soit si , si 
 est croissante (représenter le graphe de la fonction)

 Au sens large et pas dérivable en 𝑥
 Si on voulait se limiter à des fonctions strictement croissantes et 

dérivables, un peu plus de « travail » serait nécessaire.
 𝐸௉ 𝑢 𝑋 ൌ 𝐸௉ 1௑வ௫ ൌ 𝑃 𝑋 ൐ 𝑥 ൐ 𝐸௉ 𝑢 𝑌 ൌ 𝑃 𝑋 ൐ 𝑦
 𝐹௑ 𝑥 ൌ 𝑃 𝑋 ൑ 𝑥 ൌ 1 െ 𝑃 𝑋 ൐ 𝑥
 ⇒ 𝐹௑ 𝑥 ൒ 𝐹௒ 𝑥 ,∀𝑥 ∈ ℝ :

 Remarque : la fonction 𝑆௑ définie par 𝑆௑ 𝑥 ൌ 𝑃 𝑋 ൐ 𝑥 ൌ 1 െ𝐹௑ 𝑥 est appelée fonction de survie de 𝑋
 𝑋 ≺௦௧ 𝑌 ⇒ 𝑆௑ 𝑥 ൑ 𝑆௒ 𝑥
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Dominance stochastique

 Fonctions de survie : cas log-normal
 𝜎 ൌ 20%, 𝜇 ൌ 30%, 𝜇 ൌ 15%, 
 𝑋 ൌ exp 0,15 ൅ 0,2𝑈 ≺௦௧ 𝑌 ൌ exp 0,30 ൅ 0,2𝑈 , 𝑈~𝑁 0,1
 𝑆௑ 𝑥 ൌ 𝑃 𝑋 ൐ 𝑥 ൌ 1 െ 𝐹௑ 𝑥 , 𝑆௒ 𝑥 ൌ 𝑃 𝑋 ൐ 𝑥 ൌ 1 െ 𝐹௑ 𝑥
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Dominance stochastique
 Définition 3 : domine stochastiquement , s’il existe 

deux variables aléatoires de même loi, 
respectivement que et , 

 On va montrer que (2) (3), puis que (3) (2)
 C’est-à-dire que les définitions (2) et (3) sont 

équivalentes
 Pour montrer (2) (3), on fera une hypothèse 

simplificatrice
 Donc on peut facilement s’affranchir, mais il faudrait 

introduire la notion d’inverse généralisée d’une fonction 
croissante (au sens large).
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Dominance stochastique
 Démonstration de (2) (3) 

 Hypothèse : Supposons 𝐹௑ et 𝐹௒ continues et strictement croissantes
 Et non pas juste croissantes

 Elles sont donc inversibles. On note 𝐹௑ି ଵ et 𝐹௒ି ଵ les fonctions réciproques : 𝑦 ൌ 𝐹௑ 𝑥 ⇔ 𝑥 ൌ 𝐹௑ି ଵ 𝑦
 𝐹௑ 𝑥 ൒ 𝐹௒ 𝑥 ⇒ 𝑥 ൒ 𝐹௑ି ଵ 𝐹௒ 𝑥 ou 𝐹௒ି ଵ 𝑦 ൒ 𝐹௑ି ଵ 𝑦
 Soit 𝑈~𝑈 0,1 une variable aléatoire distribuée uniformément sur 

l’intervalle 0,1
 𝑋෠ ൌ 𝐹௑ି ଵ 𝑈 a comme fonction de répartition 𝐹௑

 En effet, 𝑃 𝐹௑ି ଵ 𝑈 ൑ 𝑥 ൌ 𝑃 𝐹௑ 𝐹௑ି ଵ 𝑈 ൑ 𝐹௑ 𝑥 ൌ 𝑃 𝑈 ൑ 𝐹௑ 𝑥 ൌ𝐹௑ 𝑥 ൌ 𝑃 𝑋 ൑ 𝑥
 𝑋෠ ൌ 𝐹௑ି ଵ 𝑈 , 𝑌෠ ൌ 𝐹௒ି ଵ 𝑈 , 𝑋෠ et 𝑌෠ ont la même fonction de répartition que, 

respectivement 𝑋 et 𝑌, donc sont de même loi.
 𝑋෠ ൌ 𝐹௑ି ଵ 𝑈 ൑ 𝐹௒ି ଵ 𝑈 ൌ 𝑌෠ , CQFD
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Dominance stochastique
 Réciproque (3) (2)

 𝑋෠ ൑ 𝑌෠ ⇒ 𝑋෠ ൑ 𝑡 ⊃ 𝑌෠ ൑ 𝑡 ⇒ 𝑃 𝑋෠ ൑ 𝑡 ൒ 𝑃 𝑌෠ ൑ 𝑡
 𝑋෠ et 𝑋 ont la même fonction de répartition 𝐹௑, 𝑃 𝑋෠ ൑ 𝑡 ൌ 𝐹௑ 𝑡
 De même, 𝑃 𝑌෠ ൑ 𝑡 ൌ 𝐹௒ 𝑡
 Donc 𝐹௑ 𝑡 ൒ 𝐹௒ 𝑡 , ∀𝑡 ∈ ℝ

 Ceci montre l’équivalence entre les définitions 2 et 3 
 Par ailleurs si 𝑋෠ ൑ 𝑌෠ , 𝑢 𝑋෠ ൑ 𝑢 𝑌෠ pour 𝑢 croissante, d’où 𝐸௉ 𝑢 𝑋෠ ൑ 𝐸௉ 𝑢 𝑌෠
 Comme 𝑋 et 𝑋෠ sont de même loi, 𝐸௉ 𝑢 𝑋 ൌ 𝐸௉ 𝑢 𝑋෠ . De même, 𝐸௉ 𝑢 𝑌 ൌ 𝐸௉ 𝑢 𝑌෠
 𝐸௉ 𝑢 𝑋 ൑ 𝐸௉ 𝑢 𝑌 . La définition 3 implique donc la définition 1

 , comme , 
 Les trois définitions sont équivalentes
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Formalisation de l’augmentation du risque : 
ordres convexe et concave
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Ordres convexe et concave 

 Définitions : ordres concave et convexe
 Soit 𝑋,𝑌 deux variables aléatoires définies sur un espace 

probabilisé Ω,ℱ,𝑃 , on dit que 𝑋 est dominé par 𝑌, au sens de 
l’ordre convexe, si pour toute fonction 𝑢 convexe telle que les 
espérances suivantes sont bien définies : 𝐸௉ 𝑢 𝑋 ൑ 𝐸௉ 𝑢 𝑌

 On note ௖௫
 Relation d’ordre partiel sur l’ensemble des variables aléatoires.

 Remarque : ௖௫ ௉ ௉
 Preuve : 𝑥 → 𝑥 et 𝑥 → െ𝑥 sont convexes, donc 𝑋 ≺௖௫ 𝑌 ⇒𝐸௉ 𝑋 ൑ 𝐸௉ 𝑌 et 𝐸௉ 𝑌 ൑ 𝐸௉ 𝑋

 Ordre concave : même définition en remplaçant convexe 
par concave. On note ௖௩
 Remarque : 𝑋 ≺௖௩ 𝑌 ⇒ 𝐸௉ 𝑋 ൌ 𝐸௉ 𝑌
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Ordres convexe, concave, théorème de Strassen

 Remarque : ௖௫
 Var 𝑋 ൌ 𝐸௉ 𝑋ଶ െ 𝐸௉ 𝑋 ଶ
 𝑥 → 𝑥ଶ est convexe : 𝑋 ≺௖௫ 𝑌 ⇒ 𝐸௉ 𝑋ଶ ൑ 𝐸௉ 𝑌ଶ
 Comme par ailleurs 𝐸௉ 𝑋 ൌ 𝐸௉ 𝑌 , on obtient le résultat

 La réciproque n’est pas vraie
 Relation entre ordres convexe et concave :

 concave convexe
 ௖௩ ௖௫

 Les résultats relatifs à l’ordre convexe se transposent 
facilement à l’ordre concave et vice versa.

 Par exemple, 𝑋 ≺௖௩ 𝑌 ⇒ Var 𝑋 ൒ Var 𝑌 . 
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Ordres convexe et concave

 Inégalité de Jensen : pour toute fonction convexe et 
toute variable aléatoire , ௉ ௉

 https://en.wikipedia.org/wiki/Jensen%27s_inequality : démonstration 
assez simple, par exemple en utilisant les « droites d’appui ».
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En bleu, graphe d’une fonction
convexe, en rouge exemples de
droites d’appui. Les droites d’appui
se confondent avec les tangentes
en tout point de dérivabilité



Implications de l’inégalité de Jensen


௉ ௖௫

 Soit 𝑢 convexe : 𝐸௉ 𝑢 𝑋 ൒ 𝑢 𝐸௉ 𝑋
 𝑢 𝐸௉ 𝑋 ൌ 𝐸௉ 𝑢 𝐸௉ 𝑋 , car 𝑢 𝐸௉ 𝑋 constant
 𝐸௉ 𝑢 𝑋 ൒ 𝐸௉ 𝑢 𝐸௉ 𝑋 ⇔ Si on considère un ensemble de 

richesses aléatoires de même espérance 𝐸ത, cette constante est la 
richesse la moins risquée au sens de l’ordre convexe.

 Payoffs de calls et de puts, 
 𝑥 → 𝑥 െ 𝐾 ା, 𝑥 → 𝐾 െ 𝑥 ା sont des fonctions convexes
 𝑋 ≺௖௫ 𝑌 ⇒ 𝐸௉ 𝑋 െ 𝐾 ା ൑ 𝐸௉ 𝑌 െ 𝐾 ା
 Si 𝑌 est plus risqué que 𝑋 au sens de l’ordre convexe, alors la 

prime du call sur le sous-jacent 𝑌 est toujours plus élevée que celle 
de écrite sur le sous-jacent 𝑋, pour tout prix d’exercice 𝐾

 𝑋 ≺௖௫ 𝑌 ⇒ 𝐸௉ 𝐾 െ 𝑋 ା ൑ 𝐸௉ 𝐾 െ 𝑌 ା
 Résultat identique pour les puts
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Ordres convexe, concave, théorème de Strassen

 Théorème de Strassen
 Strassen (1965). The existence of probability measures with given 

marginals. The Annals of Mathematical Statistics.
 Résultat théorique de portée plus générale que notre contexte : 

variables aléatoires réelles, caractérisation de l’ordre convexe
 Démonstration reposant sur des théorèmes classiques de l’analyse 

fonctionnelle 

 Corollaire du théorème de Strassen
 équivalence entre :
 ௖௫
 Il existe deux variables aléatoires de même loi, 

respectivement que et , telles que : ௉
114

Ordres convexe, concave, théorème de Strassen
 On trouve un résultat similaire dans Blackwell (1953)

 Blackwell (1953). Equivalent comparisons of experiments. The 
annals of mathematical statistics.
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David Blackwell est un pionnier de la théorie de 
l’information. Voir l’ouvrage de J-J. Laffont.

Ordres convexe, concave, théorème de Strassen

 On retrouve aussi une démonstration dans le livre de Hardy, 
Littlewood et Pólya (1934) (section 2.19)
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Kenneth Arrow & David Blackwell

Basically, I’m not interested in doing 
research and I never have been . . . I’m 
interested in understanding, which is 
quite a different thing. And often to 
understand something you have to 
work it out yourself because no one 
else has done it. 

David Blackwell.



Ordres convexe, concave, théorème de Strassen

 Interprétation du résultat : « Il existe deux variables aléatoires 
 de même loi, respectivement que et , telles que : ௉ »

 𝐸௉ 𝑌෠|𝑋෠ est l’espérance conditionnelle de 𝑌෠ sachant 𝑋෠
 Notons 𝜀 ൌ 𝑌෠ െ 𝑋෠ : 𝑌෠ ൌ 𝑋෠ ൅ 𝜀
 𝑋෠ ൌ 𝐸௉ 𝑌෠|𝑋෠ ⇒ 𝑋෠ ൌ 𝐸௉ 𝑋෠ ൅ 𝜀|𝑋෠ ൌ 𝑋෠ ൅ 𝐸௉ 𝜀|𝑋෠
 ⇒ 𝐸௉ 𝜀|𝑋෠ ൌ 0

 : On obtient à partir de en lui rajoutant un bruit 
de moyenne (sachant ) nulle
 𝐸௉ 𝜀|𝑋෠ ൌ 0 ⇒ 𝐸 𝜀 ൌ 0,𝜌ఌ௑෠ ൌ 0 (corrélation nulle entre 𝜀 et 𝑋෠)
 𝐸௉ 𝜀 ൌ 0 et indépendance entre 𝜀 et 𝑋෠ ⇒ 𝐸௉ 𝜀|𝑋෠ ൌ 0
 La réciproque est fausse (voir exemple plus loin)
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Ordres convexe, concave, théorème de Strassen
 Rothschild et Stiglitz montrent comment passer du risque 

au risque par une suite de transformations élémentaires, 
appelées “mean preserving spread”

 Rothschild & Stiglitz (1970). Increasing risk: I. A definition. 
Journal of Economic theory
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Joseph Stiglitz à l’Université Paris 1 Panthéon-
Sorbonne en octobre 2019, avec G. Capelle-Blancard
http://theconversation.com/la-finance-a-besoin-de-plus-
de-superviseurs-conversation-avec-joseph-stiglitz-130257

Michael Rothschild

https://www.youtube.com/wat
ch?v=CoounLkjz_k

Ordres convexe, concave, théorème de 
Strassen

 Démonstration du :
 Montrons que si avec ௉ , alors pour 

toute fonction convexe, ௉ ௉
 On va supposer que le couple admet une densité jointe, 

que l’on peut écrire 
 On peut traiter le cas général en utilisant le concept de probabilité 

conditionnelle régulière (ou noyau de transition) qui est toujours bien 
défini dans le cas de couple de variables aléatoires réelles.

 𝑓 𝑥 est la densité de 𝑋෠ : 𝑓 ൒ 0 et ׬𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ൌ 1
 𝑔 𝜀|𝑥 est la densité conditionnelle de 𝜀 sachant 𝑥. Pour tout 𝑥, 𝑔 . |𝑥 ൒ 𝑔׬ ,0 𝜀|𝑥 𝑑𝜀 ൌ 1
 En outre, la condition 𝐸௉ 𝜀|𝑋෠ ൌ 0 s’écrit ׬ 𝜀𝑔 𝜀|𝑥 𝑑𝜀 ൌ 0 pour 

tout 𝑥
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Ordres convexe, concave, théorème de 
Strassen

 Démonstration du :


௉
 Pour donné, on commence par intégrer par rapport à 


௉ par l’inégalité de Jensen


௉ ௉ (linéarité de l’espérance)
 Comme ௉ par hypothèse :




 Théorème de Fubini


௉

 Ce qu’on voulait démontrer.
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Ordre concave : applications à la 
comparaison de deux actifs d’entreprise 

 ଵ ௖௫ ଵ∗ ଵ∗ ௖௩ ଵ
 Les fonctions d’utilité sont concaves

 ଵ∗ ௖௩ ଵ ଵ∗ ଵ , avec ଵ
 ఌ஺భ coefficient de corrélation linéaire entre et ଵ est nul
 : risque spécifique ou résultat d’un « pur pari »
 Exemple : investissement financier risqué d’espérance nulle 

indépendant des risques liés à l’activité de l’entreprise
 « spéculation financière »

 Implications sur la valeur espérée et la variance
 𝐸 𝐴ଵ∗ ൌ 𝐸 𝐴ଵ ൅ 𝜀 ൌ 𝐸 𝐴ଵ ൅ 𝐸 𝜀 ൌ 𝐸 𝐴ଵ
 𝜎஺భ∗ଶ ൌ 𝜎஺భଶ ൅ 2𝜌஺భఌ𝜎஺భ𝜎ఌ ൅ 𝜎ఌଶ ൌ 𝜎஺భଶ ൅ 𝜎ఌଶ ൒ 𝜎஺భଶ
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Ordres convexe : cas gaussien

 ଵ et variables aléatoires gaussiennes (suivant des lois 
normales) indépendantes, centrée réduite
 , 

 Notons ( scalaire), la taille de la position risquée


∗ ଵ ௖௫ ଵ ∗

 Le risque augmente avec la taille de la position risquée

 Preuve donnée dans le transparent suivant
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Ordres convexe : cas gaussien
 Soit 𝐴ଵ, 𝜀,𝑍 variables aléatoires gaussiennes indépendantes avec 𝜀,𝑍~𝑁 0,1 , alors 𝐴ଵ ൅ 𝛼∗𝜀~𝐴ଵ ൅ 𝛼𝜀 ൅ 𝛼∗ଶ െ 𝛼ଶ ൈ 𝑍

 ~ signifie l’égalité en loi. 
 Les deux termes de l’égalité sont des variables gaussiennes car toute 

combinaison linéaire de variables gaussiennes indépendantes est une 
variable aléatoire gaussienne. 

 On vérifie par ailleurs l’égalité des espérances et des variances d’où 
l’égalité en loi

 𝐸 𝐴ଵ ൅ 𝛼𝜀 ൅ 𝛼∗ଶ െ 𝛼ଶ ൈ 𝑍 |𝐴ଵ ൅ 𝛼𝜀 ൌ 𝐴ଵ ൅ 𝛼𝜀 ൅ 𝛼∗ଶ െ 𝛼ଶ ൈ𝐸 𝑍 |𝐴ଵ ൅ 𝛼𝜀 (linéarité de l’espérance)
 𝐸 𝑍 |𝐴ଵ ൅ 𝛼𝜀 ൌ 𝐸 𝑍 ൌ 0 (indépendance de 𝑍 et de 𝐴ଵ ൅ 𝛼𝜀)
 D’où :𝐸 𝐴ଵ ൅ 𝛼𝜀 ൅ 𝛼∗ଶ െ 𝛼ଶ ൈ 𝑍 |𝐴ଵ ൅ 𝛼𝜀 ൌ 𝐴ଵ ൅ 𝛼𝜀
 En appliquant le théorème de Strassen : 𝐴ଵ ൅ 𝛼𝜀 ≺௖௫ 𝐴ଵ ൅ 𝛼∗𝜀

 Voir également examens du 4 mai 2018 et du 27 février 2020.
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Ordre convexe : lois log-normales
 Définition : suit une loi log-normale si suit une loi 

normale. , 
 𝑍 log-normale si 𝑍 ൌ exp 𝑎 ൅ 𝑏𝑈 où 𝑈~𝑁 0,1 et 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ

 Propriété : et ଶ
 Ou de manière équivalente 𝐸 exp െ𝜎ଶ 2⁄ ൅ 𝜎𝑈 ൌ 1
 Démonstration :

 𝐸 exp 𝜎𝑈 ൌ ଵଶగ ׬ exp 𝜎𝑥 ൈ exp െ௫మଶ 𝑑𝑥 ൌଵଶగ exp ఙమଶ ׬ exp െ ௫ିఙ మଶ 𝑑𝑥
 D’où le résultat puisque ଵଶగ ׬ exp െ ௫ିఙ మଶ 𝑑𝑥 ൌ ଵଶగ ׬ exp െ ௧మଶ 𝑑𝑡 par 

le changement de variable 𝑥 → 𝑡 ൌ 𝑥 െ 𝜎
 et ଵଶగ ׬ exp െ ௧మଶ 𝑑𝑡 ൌ 1 (intégrale de la densité gaussienne).

 Remarque : Var exp െ𝜎ଶ 2⁄ ൅ 𝜎𝑈 ൌ exp 𝜎ଶ െ 1 avec 𝜎
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Ordre convexe : lois log-normales
 Modèle de Black et Scholes : prix de l’actif sous-jacent à la date 

 𝑆௧ ൌ 𝑆଴exp 𝑟௙ െ ఙమଶ 𝑡 ൅ 𝜎 𝑡𝑈 ,𝑟௙ taux sans risque, 𝜎 volatilité

 𝑈~𝑁 0,1 sous probabilité risque neutre 𝑄
 Pas de valeurs négatives contrairement à la loi normale
 Densité de exp െ𝜎ଶ 2⁄ ൅ 𝜎𝑈  pour des volatilités de 10%, 30% et 60%
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Pas de valeurs 
négatives 

contrairement à 
la loi normale

Ordre convexe : lois log-normales

 Fonctions de répartition de ଶ
 La courbe bleue est en dessous puis au dessus de la courbe rouge
 La courbe rouge est en dessous puis au dessus de la courbe noire
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Ordre convexe : lois log-normales


ᇱ ଶ ௖௫ ᇱଶ
 Démonstration : transparent suivant

 Donc 𝜎ᇱ ൐ 𝜎 ⇒ 𝑆௧ 𝜎 ൌ 𝑆଴exp 𝑟௙ െ ఙమଶ 𝑡 ൅ 𝜎 𝑡𝑈 ≺௖௫ 𝑆௧ 𝜎′
 Pour un horizon de temps donné, de la volatilité implique du 

risque au sens de l’ordre convexe
 Prime de call de date d’exercice 𝑡 et de prix d’exercice 𝐾: 𝐶 𝑡,𝐾,𝜎 ൌ 𝑒ି௥೑௧𝐸ொ 𝑆௧ 𝜎 െ 𝐾 ା
 𝜎ᇱ ൐ 𝜎 ⇒ 𝐶 𝑡,𝐾,𝜎 ൏ 𝐶 𝑡,𝐾,𝜎′

 En effet, la fonction 𝑆௧ → 𝑆௧ 𝜎 െ 𝐾 ା est convexe
 Dans le modèle structurel de l’entreprise, les actions sont une 

option d’achat sur les actifs.
 Une augmentation du risque (la volatilité de l’actif) implique une 

augmentation de la valeur des actions 
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Ordre convexe : lois log-normales
 Démonstration du résultat précédent
 Soit 𝑈,𝑉 deux variables aléatoires indépendantes, 𝑈,𝑉~𝑁 0,1
 𝜎ᇱ𝑍 ൌ 𝜎𝑈 ൅ 𝜎ᇱଶ െ 𝜎ଶ𝑉, où l’égalité précédente est en loi, Z~𝑁 0,1
 exp െ𝜎ᇱଶ 2⁄ ൅ 𝜎ᇱ𝑍 ൌ exp െ𝜎ᇱଶ 2⁄ ൅ 𝜎𝑈 ൅ 𝜎ᇱଶ െ 𝜎ଶ𝑉 ൌ expሺെ𝜎ଶ 2⁄ ൅𝜎𝑈ሻ ൈ exp െ 𝜎ᇱଶ െ 𝜎ଶ 2⁄ ൅ 𝜎ᇱଶ െ 𝜎ଶ𝑉
 𝐸 exp െ𝜎ᇱଶ 2⁄ ൅ 𝜎𝑈 ൅ 𝜎ᇱଶ െ 𝜎ଶ𝑉 |exp െ𝜎ଶ 2⁄ ൅ 𝜎𝑈 ൌ expሺെ𝜎ଶ 2⁄ ൅𝜎𝑈ሻ ൈ 𝐸 exp െ 𝜎ᇱଶ െ 𝜎ଶ 2⁄ ൅ 𝜎ᇱଶ െ 𝜎ଶ𝑉 |exp െ𝜎ଶ 2⁄ ൅ 𝜎𝑈
 𝐸 exp െ 𝜎ᇱଶ െ 𝜎ଶ 2⁄ ൅ 𝜎ᇱଶ െ 𝜎ଶ𝑉 |exp െ𝜎ଶ 2⁄ ൅ 𝜎𝑈 ൌ𝐸 exp െ 𝜎ᇱଶ െ 𝜎ଶ 2⁄ ൅ 𝜎ᇱଶ െ 𝜎ଶ𝑉

 exp െ𝜎ଶ 2⁄ ൅ 𝜎𝑈 et exp െ 𝜎ᇱଶ െ 𝜎ଶ 2⁄ ൅ 𝜎ᇱଶ െ 𝜎ଶ𝑉 indépendantes

 𝑈 et 𝑉 sont indépendantes ⇒ 𝑓 𝑈 et 𝑔 𝑉 sont indépendantes, ∀𝑓,𝑔 fonctions mesurables

 𝐸 exp െ 𝜎ᇱଶ െ 𝜎ଶ 2⁄ ൅ 𝜎ᇱଶ െ 𝜎ଶ𝑉 ൌ 1
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Ordre convexe : lois log-normales
 Fin de la démonstration :

 exp െ𝜎ᇱଶ 2⁄ ൅ 𝜎ᇱ𝑍 ~exp െ𝜎ᇱଶ 2⁄ ൅ 𝜎ᇱ𝑈
 𝐸 exp െ𝜎ᇱଶ 2⁄ ൅ 𝜎ᇱ𝑍 |exp െ𝜎ଶ 2⁄ ൅ 𝜎𝑈 ൌ exp െ𝜎ଶ 2⁄ ൅ 𝜎𝑈

 Le théorème de Strassen implique :
 exp െ𝜎ଶ 2⁄ ൅ 𝜎𝑈 ≺௖௫ exp െ𝜎ᇱଶ 2⁄ ൅ 𝜎ᇱ𝑈 CQFD

 Remarque :
 𝑆௧ ൌ 𝑆଴exp 𝑟௙ െ 𝜎ଶ 2⁄ 𝑡 ൅ 𝜎 𝑡𝑈 modèle de Black et Scholes

 𝑆௧ᇲ ൌ 𝑆଴exp 𝑟௙ െ 𝜎ଶ 2⁄ 𝑡′ ൅ 𝜎 𝑡′𝑍
 𝜎 𝑡′ ൒ 𝜎 𝑡 implique 𝑆௧ ≺௖௫ 𝑆௧ᇲ si 𝑟௙ ൌ 0
 𝑆௧ᇲ𝑒ି௥೑௧ᇲ ൌ 𝑆௧𝑒ି௥೑௧ ൅ 𝜀
 𝜀 ൌ 𝑆௧𝑒ି௥೑௧ ൈ exp െ 𝜎ᇱଶ െ 𝜎ଶ 2⁄ ൅ 𝜎ᇱଶ െ 𝜎ଶ𝑉 െ 1
 On a bien : 𝐸 𝜀|𝑆௧ ൌ 0 mais 𝜀 n’est pas indépendant de 𝑆௧ : la variance 

(conditionnelle) de 𝜀 dépend de 𝑆௧
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Ordre convexe : lois log-normales
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Exemples de trajectoires de 𝑆௧ sur une période de 10 ans 
avec  𝑆଴ ൌ 100, 𝑟௙ ൌ 0,𝜎 ൌ 20%

Ordre convexe : lois log-normales

 Croissance des primes de call en fonction de la maturité : ௙
, ᇱ

 ௧ ଴ ௙ ఙమଶ modèle de Black et Scholes

 si 𝑡 ൑ 𝑡ᇱ, 𝑆௧𝑒ି௥೑௧ ൌ exp െ𝜎ଶ𝑡 2⁄ ൅ 𝜎 𝑡𝑈 ≺௖௫ exp൫െ𝜎ଶ𝑡′ 2⁄ ൅𝜎 𝑡′𝑍൯ ൌ 𝑆௧ᇲ𝑒ି௥೑௧ᇲ
 ⇒ 𝐸ொ 𝑆௧𝑒ି௥೑௧ െ 𝐾 ା ൑ 𝐸ொ 𝑆௧ᇲ𝑒ି௥೑௧ᇲ െ 𝐾 ା
 ⇒ 𝑒ି௥೑௧𝐸ொ 𝑆௧ െ 𝐾𝑒௥೑௧ ା ൑ 𝑒ି௥೑௧ᇲ𝐸ொ 𝑆௧ᇲ െ 𝐾𝑒௥೑௧ᇲ ା
 Soit 𝐶 𝑡,𝐾𝑒௥೑௧ ൑ 𝐶 𝑡′,𝐾𝑒௥೑௧ᇲ où 𝐶 𝑡,𝐾 est la prime d’un 

call de maturité 𝑡 et de prix d’exercice 𝐾
 Si 𝑟௙ ൌ 0,𝑡 ൑ 𝑡ᇱ ⇒ 𝐶 𝑡,𝐾 ൑ 𝐶 𝑡′,𝐾 , 
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Ordres convexe et ordre stop-loss

 Définition : Stop-loss order
 ≺௦௟ ௉ ା ௉ ା

 Concept venant de la réassurance
 On a déjà vérifié que : 𝑋 ≺௖௫ 𝑌 ⇒ 𝑋 ≺௦௟ 𝑌

 Propriété : ௖௫ ௦௟ et ௉ ௉
 L’implication a déjà été démontrée

 Démonstration de la réciproque  
 Supposons 𝑋 ≺௦௟ 𝑌 et 𝐸௉ 𝑋 ൌ 𝐸௉ 𝑌
 𝑋 െ 𝐾 ൌ 𝑋 െ 𝐾 ା െ 𝐾 െ 𝑋 ା (cf démonstration de la relation de 

parité call-put)
 𝐸௉ 𝐾 െ 𝑋 ା ൌ 𝐸௉ 𝑋 െ 𝐾 ା െ 𝐸௉ 𝑋 ൅ 𝐾 ൌ 𝐸௉ 𝑋 െ 𝐾 ା െ𝐸௉ 𝑌 ൅ 𝐾 ൑ 𝐸௉ 𝑌 െ 𝐾 ା െ 𝐸௉ 𝑌 ൅ 𝐾 ൌ 𝐸௉ 𝐾 െ 𝑌 ା
 On a montré : 𝐸௉ 𝐾 െ 𝑋 ା ൑ 𝐸௉ 𝐾 െ 𝑌 ା
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Ordres convexe et ordre stop-loss
 Propriété : ௖௫ ௦௟ et ௉ ௉

 Démonstration (suite)
 Considérons 𝑢 deux fois continûment dérivable
 𝑢 𝑋 ൌ 𝑢 𝑎 ൅ 𝑢ᇱ 𝑎 𝑋 െ 𝑎 ൅ ׬ 𝐾 െ 𝑋 ା𝑢′′ 𝐾 𝑑𝐾௔ିஶ ൅׬ 𝑋 െ 𝐾 ା𝑢′′ 𝐾 𝑑𝐾ஶ௔
 Voir démonstration de la formule de Carr et Madan (partiel février 

2020)
 𝐸௉ 𝑢 𝑋 ൌ 𝑢 𝑎 ൅ 𝑢ᇱ 𝑎 𝐸௉ 𝑋 െ 𝑎 ൅ ׬ 𝐸௉ሾሺ𝐾 െ௔ିஶ𝑋ሻାሿ𝑢′′ 𝐾 𝑑𝐾 ൅ ׬ 𝐸௉ 𝑋 െ 𝐾 ା 𝑢′′ 𝐾 𝑑𝐾ஶ௔ ൑ 𝑢 𝑎 ൅𝑢ᇱ 𝑎 𝐸௉ 𝑌 െ 𝑎 ൅ ׬ 𝐸௉ 𝐾 െ 𝑌 ା 𝑢ᇱᇱ 𝐾 𝑑𝐾௔ିஶ ൅ ׬ 𝐸௉ሾሺ𝑌 െஶ௔𝐾ሻାሿ𝑢ᇱᇱ ௄ 𝑑𝐾 ൌ 𝐸௉ 𝑢 𝑌
 On a démontré : 𝐸௉ 𝑢 𝑋 ൑ 𝐸௉ 𝑢 𝑌 pour toute fonction 𝑢

convexe (deux fois continûment dérivable)
 𝑋 ≺௖௫ 𝑌
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Formalisation de l’augmentation du risque : 
dominance stochastique au second ordre
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Augmentation de risque : SOSD 
 Caractérisation du risque de l’actif ଵ

 ଵ :Valeur future de l’actif (à la date ), 


ା ଵ
 Comment définir que ଵ∗ est plus risqué que l’actif ଵ ?


ା ∗ ଵ∗


∗ fonction de répartition associée à la variable aléatoire ଵ∗

 Définition 1 : ଵ ௌைௌ஽ ଵ∗ ଵ ଵ∗
pour toute fonction d’utilité (croissante et concave)
 𝐸 𝑢 𝐴ଵ ൌ 𝑢׬ 𝑥 𝑑𝐹 𝑥
 𝐹 : Fonction de répartition
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 Définition 1 (rappel) : ଵ ௌைௌ஽ ଵ∗ ଵ ଵ∗
pour toute fonction d’utilité (croissante concave)
 𝐸 𝑢 𝐴ଵ : Espérance d’utilité de la richesse (Von Neumann 

Morgenstern)
 𝐴ଵ ≻ௌைௌ஽ 𝐴ଵ∗ signifie que 𝐴ଵ est préféré à 𝐴ଵ∗ pour tout agent 

ayant des préférences à la Von Neumann et Morgenstern
 ≻ௌைௌ஽ Relation d’ordre partiel entre variables aléatoires
 SOSD : Second Order Stochastic Dominance en économie
 “increasing concave order” (icv) en mathématiques : 𝐴ଵ ≻ௌைௌ஽ 𝐴ଵ∗ ⇔ 𝐴ଵ∗ ≺௜௖௩ 𝐴ଵ

 Remarque : ଵ ௌைௌ஽ ଵ∗ ଵ∗ ଵ ( est 
croissante concave)

 Remarque : ଵ∗ ௖௩ ଵ ଵ∗ ௜௖௩ ଵ
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Augmentation de risque : SOSD
 Définition 2 : ଵ ௌைௌ஽ ଵ∗ ଵଵ∗
 Propriété : Les définitions 1 et 2 sont équivalentes
 car ଵ est croissante et concave.
 ?

 Lemme : 𝐸 𝐴ଵ ൒ 𝐸 𝐴ଵ∗
 Théorème de convergence monotone : 𝑋௡ ↑ 𝑋 et 𝐸 𝑋 ൏ ∞ ⇒𝐸 𝑋௡ → 𝐸 𝑋
 Prenons une suite croissante 𝐾௡ avec lim௡→ஶ𝐾௡ ൌ ∞
 min 𝐴ଵ,𝐾௡ ↑ 𝐴ଵ ⇒ 𝐸 min 𝐴ଵ,𝐾௡ → 𝐸 𝐴ଵ
 min 𝐴ଵ∗ ,𝐾௡ ↑ 𝐴ଵ ⇒ 𝐸 min 𝐴ଵ∗ ,𝐾௡ → 𝐸 𝐴ଵ∗
 𝐸 min 𝐴ଵ,𝐾௡ ൒ 𝐸 min 𝐴ଵ∗ ,𝐾௡ ,∀𝑛 ⇒ 𝐸 𝐴ଵ ൒ 𝐸 𝐴ଵ∗
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Augmentation de risque : SOSD
 Définition 2 : ଵ ௌைௌ஽ ଵ∗ ଵଵ∗
 Propriété : Les définitions 1 et 2 sont équivalentes

 ሺ1ሻ ⇒ ሺ2ሻ car 𝐾 → min 𝐴ଵ,𝐾 est croissante et concave.
 ሺ1ሻ ⇐ ሺ2ሻ ? Suite
 On va supposer que 𝐴ଵ,𝐴ଵ∗ ൒ 0. Soit 𝑢 avec 𝑢ᇱ ൐ 0 et 𝑢ᇱᇱ ൏ 0
 ׬ min 𝑥,𝐾 𝑢′′ 𝐾 𝑑𝐾ஶ଴ ൌ ׬ 𝐾𝑢′′ 𝐾 𝑑𝐾௫଴ ൅ 𝑥 ׬ 𝑢′′ 𝐾 𝑑𝐾ஶ௫ ൌ𝐾𝑢′ 𝐾 ଴௫ െ ׬ 𝑢ᇱ 𝐾 𝑑𝐾௫଴ ൅ 𝑥 𝑢ᇱ ∞ െ 𝑢ᇱ 𝑥 ൌ 𝑢 0 െ 𝑢 𝑥 ൅ 𝑥𝑢ᇱ ∞

 𝑢ᇱ ∞ est bien défini et ൒ 0 car 𝑢ᇱ décroissante et 𝑢ᇱ ൐ 0
 𝑢 𝑥 ൌ 𝑢 0 ൅ 𝑥𝑢ᇱ ∞ െ ׬ min 𝑥,𝐾 𝑢′′ 𝐾 𝑑𝐾ஶ଴
 𝐸 𝑢 𝐴ଵ ൌ 𝑢 0 ൅ 𝐸 𝐴ଵ 𝑢ᇱ ∞ െ ׬ 𝐸 min 𝐴ଵ,𝐾 𝑢′′ 𝐾 𝑑𝐾ஶ଴
 ⇒  𝐸 𝑢 𝐴ଵ ൒ 𝐸 𝑢 𝐴ଵ∗ , car 𝑢ᇱ ∞ ൒ 0, 𝐸 𝐴ଵ ൒ 𝐸 𝐴ଵ∗ , െ𝑢′′ 𝐾 ൒ 0, 𝐸 min 𝐴ଵ,𝐾 ൒ 𝐸 min 𝐴ଵ∗ ,𝐾 
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 Définition 3 : domine stochastiquement au second ordre ∗ si  ∗௄ିஶ
 Propriété : Les définitions 2 et 3 sont équivalentes :

 𝐸 min 𝐴ଵ,𝐾 ൌ ׬ min 𝑥,𝐾 𝑑𝐹ሺ𝑥ሻஶିஶ ൌ ׬ 𝑥𝑑𝐹 𝑥௄ିஶ ൅ 𝐾 ׬ 𝑑𝐹ሺ𝑥ሻஶ௄
 𝐾 ׬ 𝑑𝐹 𝑥ஶ௄ ൌ 𝐾 1 െ 𝐹 𝐾
 ׬ 𝑥𝑑𝐹 𝑥௄ିஶ ൌ 𝑥𝐹 𝑥 ିஶ௄ െ ׬ 𝐹 𝑥 𝑑𝑥௄ିஶ , (intégration par parties)

 lim௫→ିஶ𝑥𝐹 𝑥 ൌ 0 si 𝐸 𝐴ଵ ൏ ∞ (via théorème convergence monotone)

 𝐸 min 𝐴ଵ,𝐾 ൌ 𝐾 1 െ 𝐹 𝐾 ൅ 𝐾𝐹 𝐾 െ ׬ 𝐹 𝑥 𝑑𝑥௄ିஶ
 𝐸 min 𝐴ଵ,𝐾 ൌ 𝐾 െ ׬ 𝐹 𝑥 𝑑𝑥௄ିஶ
 𝐸 min 𝐴ଵ,𝐾 െ 𝐸 min 𝐴ଵ∗ ,𝐾 ൌ ׬ 𝐹∗ 𝑥 െ 𝐹 𝑥 𝑑𝑥௄ିஶ
 𝐸 min 𝐴ଵ,𝐾 ൒ 𝐸 min 𝐴ଵ∗ ,𝐾 ⇔ ׬ 𝐹∗ 𝑥 െ 𝐹 𝑥௄ିஶ 𝑑𝑥 ൒ 0
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 Définition 4 : ଵ ௌைௌ஽ ଵ∗ , s’il existe ଵet ଵ∗ , de mêmes 
lois respectivement que ଵ et ଵ∗ tels que ଵ∗ ଵ , 
avec ଵ

 On rajoute à 𝐴መଵ un bruit d’espérance conditionnelle négative
 Dans le cas de l’ordre stochastique usuel 𝜀 ൑ 0
 Dans le cas de l’ordre convexe/concave 𝐸 𝜀|𝐴ଵ ൌ 0

 Propriété : Les quatre définitions précédentes sont équivalentes.
 1 ⇔ 2 ⇔ 4

 Rothschild & Stiglitz (1970). Increasing risk: I. A definition. Journal of 
Economic theory

 2 ⇔ 3
 Hadar & Russell (1969). Rules for ordering uncertain prospects. The American 

economic review.
 Levy & Hanoch (1970). Relative effectiveness of efficiency criteria for 

portfolio selection. Journal of Financial and Quantitative Analysis.
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Augmentation de risque - SOSD : lois log-normales

 Fonctions de répartition de ଶ
 La courbe bleue est en dessous puis au dessus de la courbe rouge
 La courbe rouge est en dessous puis au dessus de la courbe noire
 Unique croisement implique SOSD
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Augmentation de risque : SOSD

 Démonstration de l’équivalence entre définition 4 et les autres 
définitions

 Partons de la définition 4 : on suppose ଵ∗ ଵ (où 
l’égalité est en loi) avec ଵ

 On va chercher à montrer que ଵ∗ ଵ si est 
croissante et concave.

 On reste dans le même cadre que celui de la démonstration du 
théorème de Strassen : ଵ a une densité jointe.

 ଵ
 Pour  donné, on commence par intégrer par rapport à 


௉ par l’inégalité de 
Jensen
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Augmentation de risque : SOSD

  (linéarité de l’espérance)

 , par hypothèse

 Donc : , car est 
croissante.





(Théorème de Fubini)

 ଵ
 Ce qui montre que la définition 4 implique la définition 1.
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 Propriété (lien entre ordre concave et SOSD) : ଵ ௌைௌ஽ ଵ∗ et ଵ ଵ∗ , alors ଵ ௖௩ ଵ∗
 Démonstration à compléter…
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Asset substitution : formalisation

149

Augmentation de 
risque

 Augmentation de risque et valeur des dettes et des actions
 La valeur à la date future d’une dette d’entreprise, dans le modèle 

structurel est égale à 𝐷ଵ ൌ min 𝐴ଵ,𝐷଴ ൈ 1 ൅ 𝑖
 Supposons qu’il y ait une « substitution d’actif » (asset substitution) : 𝐴ଵ → 𝐴ଵ∗ ൌ 𝐴ଵ ൅ 𝜀 avec 𝐸ொ 𝜀|𝐴ଵ ൑ 0

 ⇒ 𝐴଴ ൌ ଵଵା௥೑ 𝐸ொ 𝐴ଵ ൒ ଵଵା௥೑ 𝐸ொ 𝐴ଵ∗
 On ajoute à 𝐴ଵ, un risque, par exemple un pari sur les marchés 

financiers d’espérance, sachant 𝐴ଵ négative ou nulle
 On a alors : 𝐴ଵ ≻ௌைௌ஽ 𝐴ଵ∗ , la dominance au second ordre étant sous la 

probabilité risque neutre 𝑄.
 L’augmentation du risque de l’actif implique une baisse de la 

valeur de la dette : ଵ ௌைௌ஽ ଵ∗


ଵଵା௥೑ 𝐸ொ min 𝐴ଵ∗ ,𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 ൑ ଵଵା௥೑ 𝐸ொ min 𝐴ଵ,𝐷଴ ൈ 1 ൅ 𝑖
 ଵ ା ଵ ଴ est croissante concave
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 Propriété : Augmentation de la valeur des actions ?
 𝐴ଵ ≻௖௩ 𝐴ଵ∗ ⇒ ଵଵା௥೑ 𝐸ொ 𝐴ଵ∗ െ 𝐷଴ ൈ 1 ൅ 𝑖 ା ൒ ଵଵା௥೑ 𝐸ொ ቂ൫𝐴ଵ െ 𝐷଴ ൈ1 ൅ 𝑖 ൯ାቃ
 ଵ∗ ଵ , ொ ଵ

 Remarque : 𝐴ଵ∗ ൌ 𝐴ଵ ൅ 𝜀 et 𝐸ொ 𝜀 ൌ 0


ଵଵା௥೑ 𝐸ொ 𝐴ଵ∗ ൌ ଵଵା௥೑ 𝐸ொ 𝐴ଵ ⇒ 𝐴଴∗ ൌ 𝐴଴
 Variation de la richesse des actionnaires (on suppose que 𝑟௙ ൌ 0ሻ
 𝛥 ൌ 𝐸ொ max 0,𝐴ଵ∗ െ 𝐷଴ ൈ 1 ൅ 𝑖 െ 𝐸ொൣmax൫0,𝐴ଵ െ 𝐷଴ ൈ ሺ1 ൅𝑖ሻ൯൧ ൒ 0
 Variation de la valeur de la dette
 𝛻 ൌ 𝐸ொ min 𝐴ଵ∗ ,𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 െ 𝐸ொ min 𝐴ଵ,𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 ൑ 0

 + 
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 + 

 L’augmentation de la richesse des actionnaires se fait au 
détriment des créanciers. Jeu à somme nulle :𝛥+ 𝛻 ൌ 0 ?

 Prenons 𝑟௙ ൌ 0 pour alléger les écritures
 𝛥 ൌ 𝐸ொ max 0,𝐴ଵ∗ െ 𝐷଴ ൈ 1 ൅ 𝑖 െ 𝐸ொൣmax൫0,𝐴ଵ െ 𝐷଴ ൈ1 ൅ 𝑖 ൯൧
 𝛻 ൌ 𝐸ொ min 𝐴ଵ∗ ,𝐷଴ 1 ൅ 𝑖 െ 𝐸ொ min 𝐴ଵ,𝐷଴ 1 ൅ 𝑖
 On utilise les équilibres bilanciels
 𝐴ଵ∗ ൌ 𝐾ଵ∗ ൅ 𝐷ଵ∗ ൌ max 0,𝐴ଵ∗ െ 𝐷଴ ൈ 1 ൅ 𝑖 ൅ min 𝐴ଵ∗ ,𝐷଴ 1 ൅ 𝑖
 𝐴ଵ ൌ 𝐾ଵ ൅ 𝐷ଵ ൌ max 0,𝐴ଵ െ 𝐷଴ ൈ 1 ൅ 𝑖 ൅ min 𝐴ଵ,𝐷଴ 1 ൅ 𝑖

 + ொ ଵ∗ ொ ଵ
 Puisque 𝐴ଵ∗ ൌ 𝐴ଵ ൅ 𝜀 et 𝐸ொ 𝜀 ൌ 0
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Asset Substitution, formalisation

 Remarque : 𝐴ଵ ≻ௌைௌ஽ 𝐴ଵ∗ ⇏ ଵଵା௥೑ 𝐸ொ 𝐴ଵ∗ െ 𝐷଴ ൈ 1 ൅ 𝑖 ା ൒ଵଵା௥೑ 𝐸ொ 𝐴ଵ െ 𝐷଴ ൈ 1 ൅ 𝑖 ା
 Une augmentation du risque des actifs au sens de la dominance 

stochastique au second ordre n’implique pas forcément une 
augmentation de la valeur des actions
 Alors qu’elle implique une baisse de la valeur de la dette

 Pourquoi ?
 Il faut revenir au théorème de Strassen : 𝐴ଵ ≻ௌைௌ஽ 𝐴ଵ∗ ⇔ 𝐴ଵ∗ ൌ 𝐴ଵ ൅𝜀, avec 𝐸ொ 𝜀|𝐴ଵ ൑ 0. 
 On a ainsi deux effets opposés, l’ajout d’un bruit 𝜀 augmente le 

risque, ce qui bénéficie aux actionnaires (asset substitution).
 Mais 𝐸ொ 𝜀|𝐴ଵ ൑ 0, le risque supplémentaire a une VAN négative 

(détruit de la richesse) 
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 Suite du corrigé
 Si le second effet l’emporte sur le premier, la richesse 

des actionnaires diminue
 En revanche pour les créanciers, à la fois 

l’augmentation du risque et la destruction de valeur des 
actifs sont préjudiciables : l’augmentation du risque au 
sens de la dominance stochastique au second ordre 
diminue toujours la valeur des dettes

 Ce point est illustré numériquement dans l’exercice 
suivant.
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Exercices

157

Exercice

 Cet exercice illustre numériquement l’exercice 
théorique précédent et d’appliquer le concept SOSD
 Considérons les projets d’investissements déjà présentés

 𝑟௙ ൌ 10%, 𝐴଴ ൌ 100, 𝐴ଵ ൌ 110, placement sans risque
 𝐴଴∗ ൌ 100, 𝐴ଵ∗ ൌ 121 avec probabilité 1 2⁄ ,𝐴ଵ∗ ൌ 77 avec 

probabilité 1 2⁄
 La VAN du projet est ொ ଵ∗ ௙
 VAN actionnaires ଵଵଵାଵ଴% ଴ଵାଵ଴%
 VAN créanciers 

 Montrer que ଵ ௌைௌ஽ ଵ∗
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Exercice
 Cet exercice illustre également l’exercice théorique précédent

 Considérons les projets d’investissements
 𝑟௙ ൌ 10%, 𝐴଴ ൌ 100, 𝐴ଵ ൌ 110, placement sans risque
 𝐴଴∗ ൌ 100, 𝐴ଵ∗ ൌ 110 avec probabilité 1 2⁄ ,𝐴ଵ∗ ൌ 77 avec 

probabilité 1 2⁄
 La VAN du projet est െ100 ൅ 𝐸ொ 𝐴ଵ∗ 1 ൅ 𝑟௙ൗ ൌ െ15
 VAN actionnaires െ0 ൅ 1 2⁄ ଴ଵାଵ଴% ൅ ଴ଵାଵ଴% ൌ 0

 Remarque : il ne peut pas y avoir de VAN négative pour les 
actionnaires dans cet exercice, car leur mise initiale est nulle 
(entreprise financée entièrement par les créanciers) et la 
responsabilité limitée n’implique aucun décaissement futur.

 VAN créanciers 
 Montrer que ଵ ௌைௌ஽ ଵ∗
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Exercice 
 ଵ valeur d’actif non aléatoire.

 Placement sans risque
 Exemple : actif d’un fonds de placement ou d’une « narrow 

bank » constitué de réserves à la banque centrale ou 
d’obligations d’état (T-Bills américaines, …)

 Autre investissement ଵ∗
 ଵ∗ ൌ 121 avec probabilité 1 2⁄
 ଵ∗ ൌ 99 avec probabilité 1 2⁄

 Peut- on comparer ଵ et ଵ∗ au sens de l’ordre stochastique 
usuel, de l’ordre concave, de l’ordre convexe, de la 
dominance stochastique au second ordre ?
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Corrigé

 Le graphique ci-dessous représente les graphes des fonctions 
de répartition de ଵ : ଵ et de ଵ∗ : ∗ ଵ∗

 On remarque que et ∗ ne sont pas ordonnées, donc ଵ et ଵ∗ ne sont pas ordonnés par l’ordre stochastique usuel ௦௧
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Corrigé

 On peut écrire ଵ∗ ଵ où prend les valeurs et 
avec des probabilités de ଵଶ

 correspond au résultat d’un tirage à pile ou face d’une pièce 
avec une mise de euros. 

 ଵ étant constant, est indépendant de ଵ
 est un bruit d’espérance nulle et d’espérance conditionnelle 

sachant ଵ nulle.
 Le théorème de Strassen implique que ଵ∗ est plus risqué au 

sens de l’ordre convexe que ଵ : ଵ ௖௫ ଵ∗ , ce qui est 
équivalent à ଵ∗ ௖௩ ଵ

 Enfin ଵ∗ ௖௩ ଵ ଵ∗ ௜௖௩ ଵ (ou ଵ ௌைௌ஽ ଵ∗)
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Exercice

 Montrer que ଵ ௌைௌ஽ ଵ∗ ଵ ଵ∗
 ଵ (une seule valeur, actif non risqué)
 ଵ∗ avec probabilité et ଵ∗ avec 

probabilité 
 Définissons pari risqué, indépendant de ଵ
 avec probabilité et avec 

probabilité 
 ଵ∗ ଵ , ଵ
 Strassen ଵ ௖௩ ଵ∗
 ଵ ௖௩ ଵ ଵ ௌைௌ஽ ଵ∗
 Pourtant, on peut avoir ଵ∗ ଵ
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Exercice

 ଵ ଵ∗ ଵ ௖௩ ଵ∗
 ଵ (une seule valeur, actif non risqué)
 ଵ∗ avec probabilité et ଵ∗

avec probabilité 
 ଵ ଵ∗
 A-t-on ଵ ௖௩ ଵ∗ ? ଵ∗ ௖௩ ଵ ? Pourquoi ?
 Aucune des deux inégalités précédentes ne peut être vraie, 

car elles impliquent chacune ଵ ଵ∗ . Or, ଵ
, ଵ∗ . En revanche, ଵ ௌைௌ஽ ଵ∗
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Exercice

 Démontrer que : ଵ ௖௩ ଵ∗ ଵ ௖௩ ଵ∗
 Ceci montre que les ordres relatifs aux risques (aux 

“loteries” en économie) ne fonctionnent pas comme 
l’ordre usuel sur les nombres.

 Correction : 
 On part du théorème de Strassen
 ଵ∗ ଵ , avec ଵ

 On passe de 𝐴ଵ à 𝐴ଵ∗ en ajoutant à 𝐴ଵ un bruit 𝜀 d’espérance, 
sachant 𝐴ଵ nulle.

 ଵ∗ ଵ , avec ଵ ଵ
 Ce qui signifie ଵ ௖௩ ଵ∗
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Exercice : augmentation du risque pour des 
loteries à deux valeurs

 On repart des exemples d’investissement précédents
 ଵ
 ଵ avec probabilité , ଵ
 ଵ avec probabilité , ଵ avec probabilité 

 Montrer que la troisième loterie est plus risquée au 
sens de l’ordre convexe que la seconde. Généraliser 
ce résultat
 Indice :  utiliser un arbre
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Exercice : augmentation du risque pour des 
loteries à deux valeurs

 Notons 𝐿ଵ la variable aléatoire qui prend la valeur ൅11 avec 
probabilité ଵଶ et െ11 avec la probabilité ଵଶ
 Le résultat du second investissement peut s’écrire 110 ൅ 𝐿ଵ

 Notons 𝐿ଶ la variable aléatoire qui prend la valeur ൅22 avec 
probabilité ଵଶ et െ22 avec la probabilité ଵଶ
 Le résultat du second investissement peut s’écrire 110 ൅ 𝐿ଶ

 𝐿ଵ peut se voir comme le résultat d’un jeu à pile ou face avec une mise de 11, pour 𝐿ଶ la mise est de 22
 Pour appliquer Strassen, il faut écrire 𝐿ଶ ൌ 𝐿ଵ ൅ 𝜀, avec 𝐸 𝜀|𝐿ଵ ൌ 0
 Si 𝐿ଵ prend la valeur ൅11, il faut que 𝜀 prenne soit la valeur ൅11, soit 

la valeur െ33, pour retomber sur des valeurs de ൅22 et െ22.

 Si la probabilité d’obtenir ൅11 est de ଷସ et celle d’obtenir െ33 est de ଵସ
alors l’espérance de 𝜀 est égale à 0
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Exercice : augmentation du risque pour des 
loteries à deux valeurs

 Suite
 Si 𝐿ଵ prend la valeur െ11, il faut que 𝜀 prenne soit la valeur ൅33, soit 

la valeur െ11, pour retomber sur des valeurs de ൅22 et െ22.

 Si la probabilité d’obtenir ൅33 est de ଵସ et celle d’obtenir െ11 est de ଷସ
alors l’espérance de 𝜀 est égale à 0

 Ceci est résumé dans l’arbre ci-dessous
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൅11
െ11

൅11

െ33െ11

൅33 Remarque : on a bien 𝐸 𝜀|𝐿ଵ ൌ ൅11 ൌ 0
et 𝐸 𝜀|𝐿ଵ ൌ െ11 ൌ 0, mais 𝜀 et 𝐿ଵ ne 
sont pas indépendants. Par exemple, la 
probabilité d’une « grande perte » au 
second tour est plus élevée si on a gagné 
au premier tour.

1 2⁄
1 2⁄ 3 4⁄

1 4⁄
3 4⁄

1 4⁄



Intermède…

 Comment faire pour jouer à la loterie précédente, avec 
probabilités ଷସ et ଵସ ?
 Avec un tétraèdre régulier (il faut en avoir un sous la main…)
 Avec deux lancer de pièce :gain si 𝑃𝑃,𝑃𝐹,𝐹𝑃 et perte si 𝐹𝐹
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Les solides platoniciens (polyèdres
réguliers), dessinés par Léonard
de Vinci

Exercice : augmentation du risque pour des 
loteries à deux valeurs

 Généralisation : Les loteries précédentes s’écrivent comme ఒ où avec probabilité ଵଶ et avec 

probabilité ଵଶ. 
 𝜆 est la mise

 On veut montrer ఒ ௖௫ ఒᇲ
 À compléter par vous-même
 Donner une démonstration à partir de fonctions tests convexes
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Exercice : pile ou face et augmentation du 
risque et marche aléatoire discrète

 On considère un jeu de pile ou face avec une « pièce 
équilibrée » (équiprobabilité).

 Si pile, gain de 1€, si face, perte de 1€
 On note ௡ le gain cumulé au coup . ∗
 Montrer que si ∗, alors ௡ ௖௫ ௡∗

 Le gain cumulé devient de plus en plus risqué.
 C’est une variante discrète du résultat démontré avec les 

prix d’actifs dans le modèle log-normal de Black et 
Scholes
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Exercice : pile ou face et augmentation du 
risque et marche aléatoire discrète

 Corrigé :
 On note 𝑋௡ାଵ le gain au coup 𝑛 ൅ 1
 𝑋௡ାଵ ൌ ൅1 avec probabilité ଵଶ et െ1 avec probabilité ଵଶ
 𝑆௡ାଵ ൌ 𝑆௡ ൅ 𝑋௡ାଵ
 𝑋௡ାଵ et 𝑆௡ indépendants, donc 𝐸 𝑋௡ାଵ|𝑆௡ ൌ 𝐸 𝑋௡ାଵ ൌ 0
 Le théorème de Strassen implique 𝑆௡ ≺௖௫ 𝑆௡ାଵ
 Par récurrence 𝑛 ൑ 𝑛∗ ⇒ 𝑆௡ ≺௖௫ 𝑆௡∗

 Remarque : 
 𝑆௡ marche aléatoire discrète (en temps et en valeurs), cela correspond à ce 

qu’on appelle une martingale : Les incréments de richesse ont une espérance 
conditionnelle nulle. 

 Cela correspond au modèle de Black et Scholes : dates dans ℝ et prix dans ℝା
 « Le risque augmente avec le temps ». Il est préférable pour les actionnaires, 

toutes choses égales par ailleurs, d’avoir des dettes plus longues (ou de pouvoir 
repousser les échéances).
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